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1. 

über die Substitution 

und über die Reduction der ^öeZschen Integj:ale 
erster Ordnung in die Normalform ^t^), 

(Ads den hinteriassenen Papieren von C G. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn F. Richeht.) 



Mßie allgemeinste Relation zwischen zwei Variabein, in welcher keine 
den zweiten Grad öbersteigt, ist 

(1.) (ax'-\-2bx-\-c)f-\-2{(^ar'-}-2b'x-\-c')y-^(a!'x'-\-2b"x-\c") 
= (a/ + 2a'r4-a")a7H3(ft/+2Jy+*")x-|-(cy*-f2cV + c") = 0. 
Es folgen ans ihr die beiden Gleichungen 

{ax" ■\-2bx-\-e)y-\- a V -f- 2b'x -|- c' 
y{(a'x'-\- 2b' X -\-c'f- (aa?' -f- 2bx + c) (a"a?'-f- 2b"x -\- c" )\ , 
^ ^ {af\2a'y\a")x-\-bf'-\-2b'y\b'> ' 

)/{(*/+ 2b'y + b" r-iaf-]- 2a'y-\- «")(cy*+ 2c'y -f- c")} , 
ferner hat man durch ihre Differentiation 

und daher die Differentialgleichung 



(3.) 



4. <>' ^ 



*) Ich habe mir erlaubt, den Zusatz ,,und über die Reduction der Abelschen In- 
tegrale erster Ordnung in die Normalforin" zu dem von Jacobi gegebenen Titel dieser 
Note zu machen, weil darin in der That das Princip zur Reduction eines beliebigen sol- 
chen Integrals, welches Jacobi in seinem Aufsatz ^^i^/sches Integral erster Klasse nennt, 
enthalten ist. Andrerseits behalte ich mir vor, eine längst vollendete Arbeit von mir, worin 
diese vollständige Reduction in den 3 Fällen von einem, zwei oder drei Paaren imagi- 
närer conjugirter Faktoren des Ausdrucks geleistet wird, so bald als möglich bekannt 
zu machen. iL 
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2 i* C. 0, J. JacoHß eine SubsUiution u. ihre Anvoend. aufAbeUche Integrale. 
Ich werde die beiden Functionen anter den Wurzelzeichen mit 

bezachnen. Die Gleichungen (2.) zeigen, dafs die zwischen den Gröfsen x 
und y aufgestellte Relation von der Beschaffenheit ist, dafs wenn für einen 
reeltm Werth von x auch ^X reell ist, zugleich y und ^Y, und umge^ 
kehr}, wenn für einen reellen Werth von y auch j/F reell ist, zugleich 

X und -^X reell werden. Wenn man daher die Gleichung (1.) zur Trans- 

/Pdx 
,j^ benutzt, in welchen P eine ratio- 
nale Tunction von x ist, so wird, wofern nur der vorgelegte Ausdruck wäh- 
rend der Integration reell bleibt, immer auch der transformirte Ausdruck reell 
bleibei, so dafs es keiner weiteren Discussion der Grenzen bedarf. Da in 
den I*brmeln (2.) in Bezug auf die CoefGcienten a, h , etc. keine Wurzel- 
auszielung stattfindet, so kann man von diesen Formeln ßine Anwendung auf 
die Zailentheorie machen, indem man annimmt, dafs a^ b etc. ganze Zahlen 
sind. Man erhält dann den Satz, 

dars wenn fflr einen rationalen Werth von x der Ausdruck 

{fix'- f %Vx \e)^^{as^\%bx\ c) («' V + Wx + d' ) 
ein Quadrat wird, man immer auch die Function 

{hf\%Vy\V^f-{af\2äy\ä')(,cf\%ey\d') 
durch einen rationalen Werth von y zu einem Quadrat machen kann. 
In dem besondern Falle, wenn a' = 6' = c'=0, erhält man hieraus den Satz : 
Wenn eine Function 4^""' Ordnung, deren Coefficienten ganze Zahlen 
sind, zu einem Quadrat gemacht werden soll, so kann man fflr den Fall, 
wenn die Function in zwei rationale Factoren zerfällt ist, die Aufgabe 
immer auf den Fall zurflckf Qhren , in welchem die ungeraden Potenzen 
fehlen. 
M^n kann nämlich von den beiden Ausdrflcken 

— {ax" \ %bx\c){d'x^\ Wx\e'' ) 
und 

den einen immer zu einem Quadrat machen, wenn man den andern zu einem 
Quadrat machen kann. Dieser Satz entspricht der Reduction des Integrals 

dx 



/-, 



^— (ax»-f- 2bx + c) («"x*+ 26"x+ c" ) 



/. C G. J. Jacobi, eine Substitution u. ihre Anwend. auf Abelsche Integrale. 3 



L 



auf die Form 

± 

welche Legendre durch die Sabstitulion 

j a'*x^'\'2b''x-\-&' 

^ 'ax^'\'2bX'\'C 

bewerkstelligl, die fflr den Fall, wo a' = d's=c' = 0, aus (1.) folgk Setzt 
man noch b=^V' =:Q^ so werden die beiden Ausdrücke, die auf einander 
reducirt werden können, 

— («x' + c)(a'V4-c") und — (ay^ -f n" ) (^y^ -f c" ) i 
die Gleichungen (2.) zeigen nämlich, dafs y und -^Y immer rational darch 
X und yX ausgedrückt werden kann, und umgekehrt. 

Euler hat nur den Fall betrachtet , wenn die Functionen X und Y 
dieselben Functionen respective von x und y sind, oder wenn man 

hat, und hieraus seine berühmten Additionstheoreme für die elliptischen Integrale 
der drei Gattungen abgeleitet, ohne dafs er dazu der Reductionen auf die 
jetzt übliche Form dieser Integrale bedurfte. Die allgemeinere Form hat 
Lagrange in den Turiner Memoiren von 1784 und 1785 aufgestellt. Da 
dort aber nicht aller Nutzen aus der Substitution (1.) gezogen ist, welchen 
man aus derselben ziehen kann, so will ich noch einige Bemerkungen über die 
Anwendungen, welche man von dieser Substitution machen kann, hinzufügen. 
Da durch die Function X die drei Trinome 

ax" + 2bx + c, a V + 2Vx -f c\ a' V -f 2V'x + p" 

nicht vollkommen bestimmt sind, so kann man die willkührlich bleibenden Be- 
stimmungen dazu benutzen, dafs in Y die ungeraden Potenzen fortfallen, 
wie wenn man, was erlaubt ist, 

setzt, oder auch dazu, dafs der erste und letzte Term von Y gleichzeitig 
verschwindet. Setzt man im zweiten Falle y^=z^, so erhält das Resultat 
dieselbe Form, wie im ersten Falle. Die Vergleichung dieser beiden Re^ 
sultate giebt die Transformation. Nimmt man an, dafs in dem Ausdrucke 
von X bereits die ungeraden Potenzen fehlen, und schafft man den ersten 
und letzten Term fort, indem dagegen wieder die ungeraden Potenzen ein- 
geführt werden, so erhält man die Tansformation sogleich in der reducirten 



4 /• C. G. J. Jacobiß eine Substitution u* ihre Anwende auf AbeUehe Integrale. 

Form selbst. 'Euler hat diese beiden Wege zur Reduction des Integrals, 
die directe Forlschaffung der ungeraden Potenzen und die Fortschaffung des 
ersten und letzten Terms und nachberige Einffihrung des Quadrats einer neuen 
Variabein angegeben , und er mufste hierdurch auf die Transformation kom- 
men, wenn er sich nur die Aufgabe gestellt hätte. Dieselbe Idee ist für mich 
leitend gewesen, als ich die Transformation der J£«/schen Integrale suchte. 
Denn durch eine Substitution von der Form 

hann man das Integral 

f_ {fx-\-9)dx 



wenn man die Function unter dem Wurzelzeichen in zwei Factoren der 4^ 
und 2*''" Ordnung zerfällt, in die Form 



/; 



bringen, and durch eine ähnliche Substitution, in der man aber die neuen 
Yariabein als Quadrate einführt 



X 



kann man dasselbe Integral in die Form 

{f"z*-\-9")dz 



/-. 



^f{a"z* + ß"z* + y"a* + d"z*-\-t'') 

bringen. Gelingt es nun durch Substitution einer rationalen Function von /^ 
fflr y^ die DifferentialausdrQcke 

if'y\-<f)dy {f'y-9')dy 

(f'y\-9')dy , (f'y-s')dy 

so zu Iransformiren, dafs die ungeraden Potenzen herausgehen, and dadurch 
die erste Form des reducirten Integrals in Integrale von der Form 

(f"'f-\-g"')dt 



A 



zu verwandeln, so war ich gewifs durch Vergleichung der beiden auf ver- 
schiedenem Wege erhaltenen Reductionen eine Transformation des Abehchen 
Integrals zu erhalten, ähnlich der Lan^nschen fflr die elliptischen Integrale, 
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Wenn man für den Zähler f'y-{-ff' die Gröfse ay-\-b setzt, so wird 
der ZQ transformirende Ausdruck das DiffereoUal einer Gröfse 

2t = y(af -f 2by -f c) - y{af - 2by -{-e), 

und man sieht leicht, dafs y^ eine rationale Function von t^ wird. Man er- 
hält nämlich nach einander die Formeln 

2t^ = a/-fc-v{(«rH«)'— ^^y}, 

t*-{af-\-e)i^-{-bY = 
und daher 

I c-t* 



y" =^ t 



b'—at* 
Hieraus folgt aber sogleich 

"^^f y(«y+/?y+y')</(or*+2*/+c) /(ay-a^^+c)) 

_ 2di __ 2( b*—aV)dt 

welches ein Ausdruck von der verlangten Form ist. Es ergiebt sich aber 

eine ähnliche Formel für jeden Zähler fy-\-g. 

Es ist nämlich 

1 1 

j/(ay*-2by\-c) V(ay*-\-2br-\-e) _ £_ 

__i___4- \ ~ h' 

^{ay* — 2by\- c) ' y(ay*4-24y + c) 

und daher 

2bdt = -«*rrfr{^(„^._2iy+c) ~ y'(o/+26^+c) ! 

Man erhält hieraus 

V{ay*-\-2ly^c)'^ V(ay*—2by-\-e) ~ J» — o«»' 

ydy ydy 2i*<ft 

/(»>'*— 2«y+c) V{ay*-\-2by+c) b^—at* ' 

Bezeichnet man daher in (5.) die gerade Punktion der 8**" Ordnung von t, 
die sich unter dem Wurzelzeichen befindet, mit T, so dafs 
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so ergeben eich die Gleichungen 

dy ( 1 , 1 ) _ 2b dt 

V{ay+ßy'+r')W(ar'+2by+c)'^Aay^'-2by + c)) ~ /T ' 

ydy ( 1 i ] _ 2t*dt 

V{a'y'+ßy+r')Wiay'-2by+c) y(a/+26r+c)l — VT ' 

Setzt man 

21' = }/(flr'+2*y+c)+y(«r'-2*y+r), 

so erhalt man ganz auf dieselbe Art 

dy 1 1 L__\ ^*^*' 

^')W(aY*—2bY4'C) Wflr"+24r+e)) 
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V{<»y+ßy+r') W(ay'-2by^c) V{ay*+2by+c)i VT 

ydy J 1 I 1 \ _ 2V*dr 



V(ay+ßy+r') W(ay'+2lfy+c) ' V(ay^—iby+c)) VT' ' 

wo T' dieselbe Function von /' wie T von t ist. 
Die Combination beider Substitutionen giebt 

(fy+9')dy (bg'--f'i')dt _ jbg'^fndi' 

•(«'/+/*'/+/) /(«/+2Ar+e) — VT VT' 

Dei* oben gefundene Diflferentialausdruck 

(f"z'+tV')dz 

wo Z eine ganze Funktion 8^' Ordnung von z ist, wird auf diese Weise 
gleich dem Aggregat zweier AusdrOcke von ähnlicher Form gefunden, 

{f'z'+g")d z _ (bg'^ft')d$ (bg'-f'r)d e 

VZ ~ VT VT' ' 

und diese Vergleichung der auf doppeltem Wege erhaltenen Reductionen ist 
es, wodurch sich eine Transformation der Abelschen Integrale ergiebt, welche 
die den elliptischen Integralen zunächst stehende Gattung bilden. 

Da die weitere Ausbildung der hier angegebenen Substitution bei der 
grofsen Complication des Gegenstandes eine anhaltende Beschäftigung erfor- 
derte, zu welcher mir selbst mehrere andere Arbeiten nicht die gehörige 
Mufse gewährten, so hatte ich die glückliche Idee, dieselbe meinem Schüler und 
Freunde, Herrn Prof. Richelot zu übergeben, unter dessen Händen sie die-^ 
selbe Vollendung erhielt, welche die Lafii/^nsche Substitution durch Lagranga 
und Legendr e erlangt hat. (S. Bd. XYI, S. 224 dieses Journals.) 

Man kann die gefundene Transformation nach zwei Seiten auszudehnen 
unternehmen, indem man entweder für die nächst höheren Ahehc\i^n Integrale 
eine ähnliche Transformalion, oder auch für dieselben Integrale noch andere 
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von der gefundenen wesentlich verschiedene Transformationen sucht. Da 
aber bisher *) noch Niemand solche Ausdehnung geleistet hat, so habe ich, um 
dadurch vielleicht zu der Lösung dieser Probleme etwas beitragen zu können, 
den anfänglichen Weg, der zu der gefundenen Transformation geleitet, ge- 
nauer angegeben. 

Die Relation zwischen y und (^, welche die verlangte Transformation 
bewerkstelligt hat, ist ebenfalls in der oben aufgestellten Grundgleichung ent- 
halten ; und kann daher auch nach der im Anfange angegebenen Methode aus 
ihr die Differentialgleichung abgeleitet werden. Es ist nfimlich diese Relation 
vollständig entwickelt, 

woraus 

dy d^ll 

Durch Auflösung der Gleichung folgt 



and daher 



2t = i{af + 2by + c) — i{af - 2by + c) , 
5k = ^^af^2hyJ^c)-\-i{af-2by^c). 
Es ist ferner 

Maltiplicirt man die vorstehende Differentialg^eichang mit 

rW«y'+2»r+«)-,'(«/-2»y+.)) = "■'I'"--j;M';-°«-)' , 

80 erhält man 

VJy l * L__) _ g<*^^ 

welches die zuvor gefundenen Gleichungen sind. 

In dem 13'" Bande dieses Journals S. 183 ff. hat Herr Prof. Richelot 
das il^«/sche Integral, wenn die Gröfse unter dem Wurzelzeichen lauter 



8 /• C 6. /. Jacobi, eine Substitution u. ihre Anwende auf JbeUche Integrale, 

reelle lineSre Factoren hal^ auf die Form 

r (f'^gs\n*(p)d(p 

yy^(l— x»sm*9))(4— A*sin*9))(l— fi"sin»}' 

zurflclgeföbrt, wo x, X, /ti kleiner als 1 sind. Ich will jetzt zeigten, wie man 
durch die von mir gegebene Substitution die flbrigen Fälle erledigt. 
Es sei das vorgelegte Integral 

y'* • da: m-{-nx 

wo x'^^2aX'\-ß nicht in zwei reelle lineare Factoren a^erlegt werden kann. 
Dieser Fall umfafst alle flbrigen, in welchen die 6 lineä^n Factoren nicht 
alle reell sind. Durch eine lineare Substilulion 

wo p und q reell sind, kann man immer, wie Legenäre gezeigt hat, den 

Differentialausdruck 

dx 

in den einfacheren 

dy 

Vif+gy'Wif'+g'y^ 

transformiren, -wo f, g, f, g' reell sind. Es wird dadurch das vorgelegte In- 
tegral die Form 



r iy A+»r 

J 1 



erhalten, wo fly^-f 2iy-|-c ebenfalls nicht in reelle Factoren zerlegt werden 

kann oder 

ac > b\ 

und wo ich, was erlaubt ist, a und c positiv annehme. 

Durch die Substitution 

2t == ^(^af^2by^c)-i{af-2by-\-c) 

2t = i{af\2br\c)\i{af-2hy\c) 

erhielten wir oben 

{h\%y)dy (bh—it^)dt _ (bh'^if^)dif 

v(f+gy'mr+9y)V(ar*+2by+c) ~ VT rr ' 

wo 

und T' dieselbe Funktion von t' wie T von t ist. 




/. C G. /. Jacobi, eine SubsUtutian u. ihre Anwend. auf Abehche Integrale. 



7 _ ci^—i' 



Dieselbe Substitution ergab 

(6.) / = 
woraus 

Es sind aber die Gröfs.en 

{gc^faf^An/h' = {gc-\-faf- 4fy(ac-b'), 
(.9'e-f'af-\r^rS^f^ = iff'c+raf-Arg'(ac-b') 
immer positiv, sowohl fQr positive als negative Werthe von fy und f'ff', 
woraus folgt, dafs in den transformirten Integralen die GrÖfse T unter dem 
Wurzelzeichen das Product von vier reellen, in Bezug auf t'^ linearen Factoren 
ist. Es hat aber keine weitere Schwierigkeit, solche Integrale in die von 
Herrn Prof. Richelot als die kanonische gewählte Form zu bringen, wie man 
in der angefflhrten Abhandlung im 12^^" Bande dieses Journals sehen kann, 
wo alle hiebei vorkommenden Fälle umständlich discutirt sind. Setzt man för 
f^ eine neue Variable, so sieht man, dafs das Abelsche Integral, in welchem 
die Function unter dem Wurzelzeichen auf die 6*^ Ordnung steigt, immer in 
andere transformirt werden kann, in denen der erste und letzte Term dieser 
Function fehlt und alle ihre lineören Factoren reell sind. 

Herr Prof. Richelot hat die Reduction auf seine kanonische Form in dem 
Fall, wo die linearen Factoren der Function unter dem Wurzelzeichen alle reell 
sind, nicht blofs fflr die erste Classe der Abehchen Integrale, d. h. diejeni- 
gen, in welchen die Function unter dem Wurzelzeichen auf den 6^" Grad 
steigt, bewerkstelligt, sondern gezeigt, dafs in diesem Falle dasselbe Ver- 
fahren angewandt werden kann, auf welchen Grad auch die unter dem Wur- 
zelzeichen befindliche Function steigt. Aber fQr die Abehchea Integrale, in 
welchen diese Funktion den 6^^" Grad übersteigt, hat man noch keine Sub- 
stitution aufgefunden, durch welche die Reduction in den übrigen Fällen, wo 
mehrere der linearen Factoren oder alle imaginär sind, geleistet werden 
könnte. Dafs man bei der ersten Classe der ^6^/schen Integrale durch eine 
Substitution die Reduction in Fällen bewirken konnte, welche sich einer an- 
dern entzogen, liefs im Voraus erkennen, dafs ihre Anwendung auf die be- 
reits reducirte Form nicht wieder auf dieselbe reducirte Form zurück, sondern 
auf eine transformirte führen würde. So wird man bei den Untersuchungen 
über die höheren Classen der Abelschen Integrale gewifs sein können, dafs 
die Substitution, mittelst welcher man die Reduction in dem Falle, wo die 
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10 1' €, G. J. Jacobij eine Subsiiiuiion u, ihre j^ntoend. au f j^behche integrale, 

Function unter dem Wurzelzeichen nicht lauter reelle Factoren hat, bewerk- 
stelligen kann, zugleich eine Transformation geben wird. 
Ich habe oben bei Anwendung der Substitution 

. 2/ = j/iaf -f 2Äy -f 6-) T ]K^if- 2by + c) 
vorausgesetzt, dafs die Funktion 6*^" Grades unter dem Wurzelzeichen wenig- 
stens einen triuomischen Factor hat, der sich nicht in reelle lineare Factoren 
aullösen lafst. Wäre diese Bedingung nolhwendig, so wflrde man das von 
mir vorgeschlagene Verfahren nicht auf das bereits reducirte Integral 

anwenden können, ohne dafs die erhaltene Transformation auf imaginäre Ar- 
gumente führt. Auch ist in der That Herr Prof. Richelot auf imagindre 
Argumente gekommen ^) , und hat dieselben durch das Abehc\ke Addilions- 
theorem auf reelle Argumente zurückgeführt. (S. den 16**''' Band dieses Jour- 
nals S. 224.) Ich will aber zeigen, dafs dies immer vermieden werden kann. 



*) Man gelangt nur auf imaginäre Argumente, wenn man bei dieser Substitution 
Jac:obi*s von der Unterscheidung der Bedingungen 

abstrahirt, und solche Werthe des Arguments y annimmt, wofür die beiden neuen Ar- 
gumente t und i' in einem und demselben Intervall des Ausdrucks Ft liegen. Beide 
Rücksichten sind In dieser /acoAischen Umformung nicht beobachtet worden. Er scheint 
entweder nur beabsichtigt zu haben, zu zeigen, wie seine Formel auch im Fall von lauter 
reellen Factoren unter dem gegebenen Wurzelzeichen eine einmalige Reduction in reeller 
Form mit sich führe, oder hat diese Note später noch fortsetzen wollen. Da meine 
Transformation der jibelschen Integrale erster Ordnung nicht nur von jeder Bedingung 
zwischen den 3 Moduln unabhängig ist, sondern, was ihre Haupteigenschaft ist, bei ihrer 
weitern Anwendung nicht auf die gegebenen Integrale zurück-, sondern auf Integrale 
mit successive kleiner oder gröfser werdenden Moduln führt, so ist sie von der obigen, 
welche schon bei der ersten Wiederholung auf das gegebene Integral zurückführt, wesent- 
lich verschieden. Wenn man diese letztere in die Normalform überträgt, so erhält man 
für xi > ^ die Gleichungen 

(l-fi^)di _ . i (i^Ps^)dx^ (l-Px,)dx, l 



worin : 



/' = m 



c' s= m 






\ 



i. (7. 6. J. Jacohi, eine Subsiilntion u. ihre Amcend. auf AbeUche hUegrale, \ \ 

Es sei das Integral . / 

j r (f^gx)dx 

vorgelegt, wo man x^ l, /m reell und positiv und l>;f>>Ä>//, ferner x 
zwischen und 1 annimmt. Setzt man 

80 wird 

^ ^^- M(y+i) ' *"*"' /*(r+i) ' 



und daher 



da: - i-.-^l- 



- A /* K/i^+.g)r+(/A*-.<r)}rfr 

- VV{(y«-ij(i-*y){i+».^)(i+M:r)} ' 

wo 

und / zwischen 1 und — ist. Die Substitution 

2t = )/(«>:» -f 2by + c) + ^(af - 2fty + c) 
bleibt immer reell, wenn in den Intervallen, in welchen sich y während der 



. _ , e/{(f«-m«)(l-r)}+//{(c*-m*)(l-c')} 
^ ^ ,/j(c»-fn')(l-0}+|/{(/'-m')(l-c»)} 

= 2(7/j(«»— m»)(l-c')} = -2L/{(/»-m»)(l-0}, 

^S = (i-l')(i-'«T)(i-AT)(i-^'l'), 

Dx = (1— a:*)(l— cV»)(l— /»x*)(l— mV) 

gesetzt ist, and die beiden Argumente x, und jr, aas dem gegebenen Argument | ver- 
mittelst der Gleichungen: 

nW»»''^!— ^•^i''' y{(x'A»—^')(l— /*!»)} ' 

abgeleitet sind. 

In dieser Form liann man sich auch durch Rechnung davon überzeugen, dafs die 
vorliegende Umformung, von der oben bezeichneten reciproken Natur ist, und daher wei- 
ter angewendet auf das ursprünglich gegebene Integral zurückführt. So sind auch die 
drei Moduln c, l, m eben solche Functionen der drei Moduln x, A, ^, wie amgekebrt 
diese es von jenen sind. — Gelegentlich werde ich diesen Gegenstand ausführlicher 
verfolgen. — R. 

2» 
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lolcgration befindet, nicht blofs die Gröfse «y^-f-^^X'f ^> sondern auch die 
Gröfse ay^ — ^hy-i^c positiv ist. Für den hier betrachteten Fall ist 

af^2by^c == (l+iwy)(l + riy) ^ 
und y zwischen 1 und — Es sind aber die absoluten Wertfae von m und 

n kleiner als v, und daher die vier Gröfsen 1+ — , 1 + — immer positiv, so 

dafs die Gröfsen {^■\'fny)(\'\-ny) und (1 — fny){\ — ny), wenn y von 1 bis 
— wächst, positiv bleiben, wodurch der geforderten Bedingung Genüge 
geschieht. 

Ich setze jetzt zufolge der angewandten Substitution 

±2t = y{(l-f my)(l4-«v)}_y{(l_,„y)(l_ny)}, 
2t' = y/{(l+my)(l + «y)} + |/{(l-»ix)(l-ny)}, 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem m-\-n positiv oder ne- 
gativ ist oder, was dasselbe ist, je nachdem xX^fi oder ttl<i^. Die 
Quadratwurzeln werde ich immer positiv nehmen. 
Setzt man der Kflrze halber 

« — — 37 — , « — -7V-' 

R _ /{(a*V"-A*>c'^')'} », _ fi'*fi"'+fi}<'l' 

so wird gleichzeitig 

y = 1, t = tt, t' = «', 

und 



Es ist, wie man leicht zeigt. 



y c= 1, < = /?, r = ß'. 



± |(TO + n) = aa', /9^ = i- . «a'. 



ferner, da 

xl-'fi'':>fi'y", i—xX>x'k', auch o'>/S' 



und daher am so mehr 



!«'>/?', a</3. 



V 
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Es folgen denlhach a, ß, ß\ o! der Gröfse nach auf einander; diese Gröfsen 
sind sämmtlich kleiner als 1, da «'<!. Wenn y von 1 bis — wächst, wird 



t von a bis ß wachsen, V von a' bis ß^ abnehmen. 

Die angewandte Substitution giebt, wenn maa in den obigen Formeln 

setzt, die Gleichungen 

^ ~ (m+n)*— 4m»t" (m+w)*— 4mii<'* ' 



(/-l)(l-a.y) 



(.4-0('-p('-p('-^) 
(S-0«-')(S-')('-^) 



\} (m4-w)V 
4mn 



(m-fw) 

WO t^7\t < 1* Die Facloren sind hier so geschrieben, dafs jeder einzelne 
wahrend der Integration positiv bleibt, da, wenn y sich zwischen 1 und — 

befindet, / in dem Intervalle von a bis ß, t in dem Intervalle von ß bis 
a' liegt. 

Um die Differentialgleichungen zu erhalten, mufs man die Zeichen so 
bestimmen, dafs, wie es die Substitution mit sich bringt, t und y gleichzeitig 
wachsen, aber t abnimmt, wenn t wfichst. Die obigen Differentialformeln fQr 
t und die ihnen Ähnlichen fQr V werden jetzt 

ydy ydy ±2<*rf/ 



i\(S-my){i-ny)\ i/{(l + m/)(l + nj^)} ^m-fnV ^^^7^ 



dy^ , ^ ±_{m\n)di 



. j «7 _^ — - . 



ydy , ydy —2V*dV 

V{(i+my){i+ny)\ + /{(i_my)(l-«y)} " (^+^)' mnV' 

^ dy ^^^ — (m'\' n) di' 

>'l(i-mr)(i-»r)l ~i'l(i+<vKi+»r)l ~ /'"•+»V 



(5±1) _„»,. 
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Hieraus folgt, wenn xl';;> ^, also die oberen Zeichen gelten, 

r = nf'-9'i*)dt , /'(f-ffndf 

J •{F{<)) '^J i\nv)\ ' 
wenn xX<ifi, also die untern Zeichen gelten, 

r = rif'-\-^**)dt nf'-i-g't")di' 
J •IFrt)> J ^\F{V\\ ' 



wo 



•{F(<)} J /{F(t')} 

, _ ±(m4-»)(/itt-g) . _ 2(/Ät+y) 

' ~" (l--^)iV ' 9 — (i_^)iV' 
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2. 

8ur quelques fqrmules pour la transforiuation 

des integrales elilptiques. 

(Par M. A. Cayley.") . 



aUn posant dans les formules „Fund, nova p. 15 Tab. III/' cos(p^=Xy 

on obtient 
d> 2 rf£ 

ou 



( Mia—7)(ß—T)—y'(a—ß){r—d) y 
\V{ä-r){ß-9) -^^ }'{<»- ß)(r-i)) 



1— j^ = (''—ß)iß—8) y—y 
Mainleoant soit 

(y-«)(y-/5)(r-y)(r-<^) = («,*,«, rf, «Xy, i)* 

et proposons-nous d'introduire dans les formales les coefficients (a^ b, c, ä, e) 
aa lieu des racines a, ß, y, 3. En renvoyant d'ailleurs ä la note sur les 
covariants d'ane fonctioo qaadraiique, cubique ou biquadratiqae inseree dans 
ce Journal t. L, p. 285, je pose pour abreger . 

(a_/3)(y_<J) = B, 

de Sorte que Ton a identiqaemenl 

B-\-C-\-D = 0. 

Les Invariants 1, J sont des fonctions rationnelles des quantites B, C, Di 

en effet on a 

jj»_|.C»-f-Zr = 24/, 

(B^C){C—D)(D—B) = 432J; 

Ä»C*/y = 256(i*— 27J'). 

Cela etant, il suit 

~~ VJ/C+/B/ 
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2. Cayley^ r^duciion des iniegrales elUptiques. 



ce qui donne d'abord 

ou, ä cause de JB-f C4-Z> = 0, d'on fl» -f C + ZI* = 2 (B^ ÄC+ C*) , 

8(B*4-C*-fD») 



*«-]-14**+l 



On trouve ensuite 



l-Ä" 



(iVC+VB)* 



AWBC 



(iVC+i^ß)* 



et de lä 



S\4 



t/»» 



Ä'(l-Ä') 



(,VC— i^B)* 256ß*C 



ou en mullipliant le numerateur et le denominateur par (i]fC-\'^Bf et posant 
D^ au lieu de (B-\-C)\ 



Ä'(l-Ä*)* 



256B*C*D* 

{iVC+VBy* 



Ces equations donneot 



jf*(i —k*)* B* C*D* 



ou, en posant 



N 



27 i 

4 , 27J» ' 



fc'(l— A*)* 1_ 

PTuF+Ty ~~ 16JV 



On trouve aussi 



Ä*-fl4**+l 



192/ 



ce qui donne 



avc+vB)* 



y — 127 — ' 



WC-\-VB 
et la formule de transformation devient ainsi 

12/ y(l_j:')(i_*«x*)' 



rfr 



: = i^ 



le modale Ar etant d^terminö par l'equation 



(**+14Ap»+1)' i6N 



2, Cayley, reductitm des integrales ellipliques, 17 



ou 

27 1 



JV = 



4 ^ 27J 



P 

Cela revient a une formule que j'ai donnee daos le memoire intilule ^On the 
reduction of du-^^U wben U is a functioa of the fourth order'' Camb. 
and Dublin Matb. Journal 1. 1, p. 70, et de laquelle j'ai deduit des consequences 
que je vais reproduire ici. En effet rcquation en k peut s^ecrire sous ia forme 

c'est a dire 

(A'-|-^+14y-16iV(Ä-l.y = 0; 
en äcrivant 



on obtient pour & l'equation tres- simple 

53_jV(.^ — 1) = 0, 
et on a ensuite 

^ — &iri 

ce qui donne aussi 

K — — . — • 

Soit k = ß^ Tune des valeurs de k, Pequalion en k devient 

k\k*—i)* ~ ß\ß*—iY ' 

equation a laquelle on salisfait, en outre, par Ia yaleur Ag = L , v ^ • 
effet cette valeur donne 

expressions qui rendent Tequation identique. Cela fait voir que Tequation 
peut s'ecrire sous Ia forme 

y + 14*'+l)'-*'(*'- l)' "'^t('/if!t)''' =^ 

^^-K^ - ^x**- (^y)(*'- (^yx*-- (^"K**- (SD*) 

Jounul für &I»theinat)k Bd. LV. Heft I. 3 



En 



18 S, Cayley, reduciion des integrales elliptiques. 

et les racines de requalion en k^ sont 

/?* L . (tz£\" (1M\ r*-^'\ f*+^'\ 

ce qui s^accorde avec an resullat obtenu par Abel (yoir les oeuvres i!*Abel 
t.I, p.310). 

Je fais observer a present qu^en ecrivant 

a 3io 

^ — 2©— 3' 

on obtient pour cö rdquation (27— 4iV)eö^-{-27A'(ö>— 1) = 0, qui, en posant 
M = Z^_Aju 1 ou ce qui est la möme cbose 

JU = 



4J» 

devient 

a» — M(S) — 1) = 0. 

Celle equalion est precisement la möme que celle a laquelle je suis pa^veno 
dans la note sur les covariants etc. ci-dessns citöe. La quantiti St est liee au 
modale k par la relation 

On peut iotroduire M an lieu de N dans requalion en k, et en combinant les 
formnies precidemment obtenues, on trouve 

dr ^ V+14A'-f-i rf£ 

ou 

ou ce qui revient a la mSroe cbose, 



, 3/oj— l+2|/2m— 3 „, ^.^ .. ^ 

* = ^ ' eD^-ilf(o,-l) = 0. 

De requalion entre k et ^ on deduit facilement la relation 

*«— 34/E»+i ~ 20'— 3 
et en substitnant dans cette equalion pour ^ sa valeur on obtient 

— 3(1+14&*+A*) ~ m » 

ce qui est encore une forme de la relation entre k et st. 



2. Caylejfß riduciion des integrales ettipUques. 19 

o. 

On peut obtenir les resultats qui vieoDent d'dtre deduHs de la formule 
de Jaeobi, en prenant poar point de depart la transformation d'ane fonclion 
da qaatrieme ordre dans sa forme canonique. Je suppose d'abord que Ton 
a ideatiquemeot 

{a, b, e, d, ^{x, x)* = (Ax + fiyf + (X'x + fi'y)* -f 6Ö (^x -f fiy)\X'x + ^'yf 

Cela etant je pose l,u' — l'^=zA, et je forme les coyariants des deux ex- 
pressions, on obtient par la propriete fondamentale de ces fonctions 

U = x\-{.y* + 6exif^ 

H == ^(dxti-eyi-^l-SePa^.yi), 
* = ^(9Ö*-l)a?i>-,(arJ-yJ). 



De ces relations on tire 



£1 _ (g— 0*)* 



de Sorte qn'en posant 

^= TT' 

on aora poor determiner Oj reqaation 



et poar determiner x^, yi les eqnations 

l7=x}+yH6tfxJy?, 

Je fais observer qa'en designait par X an coefficient tel qae U-\-6lH soit 
an carrö parfait, on obtient pour X Täquation 

1 _ giu — 54A»J = 0. 

En effet le cubicovariAnt ^ d'une fonclion qui est an carre parfait est iden- 
tiquement egal a zero, et le cubicovariant de la fonclion Ü'\-6XH est 
{i — 9X^1— 641^ J) 4^^ on a donc pour l T^quation qui yient d'ötre proposee; 

3* 
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cela pose^ en observant que 

011 aura pour une des valeurs de l, 

— J < — g' 

et en effet celte valeur donne 

/» (i+3e*)' ~ ' 

ce qui est requation en 6. Cela elant, je pose 

alors G)} sera une racine de requation 

©* — 3l(eD — 1) = 0, 
on obtient 

et de la 

»- — ^;q:3- 

Soient a)f|, CDj les deux antres racines de requation en Gi, on aura 

ce qui (donne 

On pourra donc ecrire 

=- ""» 



».— »1 



et an moyen des valeurs de U, H on obtient, par une Ires- simple r^ducüon, 
les trois equations snivantes 

ZH- m,JU = (©, - öj,) J (x] + yi )% 

m - Sf^ü = - (ÖJ,- ©,) J(arl - fi )\ 

•* m^ — w, '•''' 

dont deux qnelconques donnent les valeurs de o^i, yi; ainsi on a obtenu la 



2. Cayley, re'duction des integrales eUiptiques. 21 

Solution complete du probleme de la reduction de la fonction {a,b,c,d,e)(xjy)^ 
a la forme canonique. 

Je fais observer que ces equations montrent a posteriori qoe les ex- 
pressions IH — WiJU, IH — Ui^Jüy IH — (S^JU soni toules les trois des 
carres de fonctions quadraliques. Je fais observer, en outre, que si Ton forme 
la valeur de Texpression 



en posant pour un moment («2 — 0)3 = «, CÖ3 — cöi==/9^ W^ — a?2 = j% I'ox- 
pression dont il s'agit sera egale, a un facteur constant pres, a 

ou, ce qui est la möme chose ä 

(>/« + i y/fi, i ]/y, |/a — i y^ßXx, , y^f. 
Or, celte fonction doit dtre un carre parfait, ce qu'on reconnalt en effet, en 
se rappelant que 

(/«+tY/3)(|/«-»>7?)-(iYy)* = a-\-ß-\.j' = 0. 
Sa racine carree sera, ä un facteur constant pres, (y'^a-f •iW^i'f^Vj^y^' ^^ 
cette derniere fonction sera un des facteurs lineaires de x\'\'y\-\'6dx]yi. 
Pour verifier cela je pose ^l'\'y\-{-60x]y]=:0^ ce qui donne 



^-2». + 2-.-(..+.. + ..)^2».-2.». ^ J^ ^,^,, j j.^, J3ni_ A 

©, — Wj Wj — w, — y ' r 2 »yy 

et de möme y — ^^==Vj^, le facteur lineaire sera donc i'^y^3P^—{ya'\'iyß)y\ 

ou, ce qui revient ä la mdme chose, (/«-f MW^i'f*Vj'>'o c© qu'il s'agissait 
de demontrer. 

III. 

Pour obtenir la formule qui sert ä la transformation d^une integrale 
elliptique, il faut präsenter les resultats precedemment obtenus sous une forme 
un peu differente. J'ecris 

= (H/*r)*.(i-^')(i-A:V), 

oü 
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Cela pose, en ren)pla<;ant comtne anparavant Xfi' — l'fi par^, et en formani 
Us covarianls, oo obtient 

J =y|^^(l-fÄ»)(l_34ÄH**) 

ü= (H/*r)*{i-a+*')*'+*'^*} 

H = _ T»,yf»(A 4- /ty)« {2 (1 -f- &') — (1 - 1 OÄ*-f *♦) ;p* -1- 2A* ( 1 -f Ä') X*} 
* = i^ (;t + ^y)«(l — k^ X (1 — AV). 

On a d'abord 

27(1+14ÄH:*r_ _ jM 

.4\t ^— ^itt^ 



(14-äV(^— 34A*+A*)' 



en posant comme auparavant M^=-^\ on obtient ensuite 



- l + l4A»f**» 
et en remarqaant qne Peqnalion enlre x et y donne 

on trouve 

■ dy 1 ds 

c'est ä dire 

ce qni s'accorde avec la formale ci-dessus trouv^e; poar compleler la Solu- 
tion, je pose 

1— 34t'+t* i_ 

—3(1 + 14**+*«) ~ iD,' 

01^3 sera une des racines de reqoation 

en representant par (Di, u^j les deux aütres racines, on obtient 



Q« « 1—6*+** 

2«5, = -©,_j-p^ 



et ensuite 



,' i 
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lH—3f^JÜ = J(;i+/tr)*(®3 — ®2)(1— Äx*)% 
DoDC en posant iSj — Bfi = a, fi), — (D^ = /^« ®i — 292 = y» on a 



de möme 



(a>, — ©j) j^7Ä — ©1 Jü^ (sjj — «5i) yifl — a^JÜ— (Sil — ©2) ViB — ©, J(7 
et de lä enfin, en rempla^ant a, ß, y par leurs valears, 



(»,— wJv'/Ä— »,Jt/+(w,— «jy/fl— «B.Jt/— («,— aj,)V/Ä— a.Ji; 

_ /y»,— w,+tyg,— p,+tYg,— »«j^y^Y 

u"t - «. + » K", — ®, — « y«i - w, j? v^ / ' 

equalion dont le premier membre est le carrd d*iuie fraclion rationnelle de la 
forme 

C-i-Dx' 

IV. 

Je terminerai ces recherches en demontrant le theoreme de M. Hermile 
dont j'ai parle dans la note sur les covariants etc. ci-dessos citee. LMdentite 

JIP - lü^H-\- 4fl* = - *» 

peol 6tre mise sous la forme 

Posons maintenant 

_ H 

* — IT' 

formale dans laquelle je snppose qa*on ait fait y = 1, de maniere que U, H 
soient des fonctions rationelles et enlieres de la seute variable x, savoir 

D = (a, b] c, d, eXx, 1)* 
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alors on aura 

et 

. üdü—HdU 
dz = _ 

En vertu de la theorie de Jacobi, UdH—Hdü est de la forme M4^dx, oü M 

est un factenr constant; on trouve en effet tres-facilement üdH—Hdü=2^dx, 

d^oü Ton deduit la formule 

dz 2dx 

et je fais observer que Tinlegrale du pretnier membre se ramene immediale- 

P 
ment ä une forme qui ne contient que la seule constante Af^-j/i' 

Londres 9 avril 1856. 
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3. 

Über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, 
welche den Wirbelbewegungen entsprechen. 

(Von Herrn H. Helmholiz.) 



Ulis sind bisher Integrale der hydrodynamischen Gleichungen fast nnr 
unter der Voraussetzung gesucht worden, dafs die rechtwinkligen Componen- 
ten der Geschwindigkeit jedes Wasserthiailchens gleich gesetzt werden können 
den nach den entsprechenden Richtungen genommenen Differentialquotienten 
einer bestimmten Function, welche wir das Geschwindigkeilspotential nennen 
wollen. Allerdings hat schon Lagrange^^ nachgewiesen, dafs diese Vor- 
aussetzung zulässig isl^ so oft die Bewegung der Wassermasse unter dem 
Einflüsse von Kräften entstanden ist und fortgesetzt wird. Welche selbst als 
Differentia^quotienten eines' Krdfi^potentials dargestellt werden können, und 
dafs auch der Einflufs bewegter fester Körper, welche mit der Flflssigkeit in 
Berührung kommen, die GOltigkeit jener Voraussetzung nicht abändert. Da 
nun die meisten mathematisch gut definirbaren Naturkräfle als die Differential- 
qnotienten eines KrAflepotenlials dargestellt werden können, so fallen auch 
bei weitem die meisten mathematisch zu behandelnden Fälle von FlQssigkeits- 
bewegung in die Zahl derer, bei denen ein Geschwindigkeitspotential existirt. 

Indessen hat schon Euler *^') darauf aufmerksam gemacht, dafs es doch 
auch Fälle von FIflssigkeitsbewegung giebt, in denen kein Geschwindigkeits- 
potential existirt, z. B. die Drehung einer Flflssigkeit um eine Axe mit gleicher 
Winkelgeschwindigkeit aller Theilchen. Zu den Kräften, weiche solche Arten 
von Bewegungen hervorbringen können, gehören magnetische Kräfte, welche 
auf eine von electrischen Strömen durchlaufene Flflssigkeit wirken, und na- 
mentlich die Reibung der Flflssigkeitstheilchen an einander und an festen 
Körpern. Der Einflufs der Reibung auf Flflssigkeiten konnte bisher noch nicht 
mathematisch definirt werden y und. doch ist derselbe in allen Fällen, wo es 
sich nicht um unendlich kleine Schwingungen handelt, sehr grofs, und bringt 



*) Möcaniqae analytique. Paris 1815. T. 11^ p. 304. 

**) Histoire de TAcad. des Sciences de Berlin. An. 1755, p. 292. 
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die bedeatendslen Abweichungen zwischen der Theorie and der Wirklichkeit 
hervor. Die Schwierigkeit diesen Einflufs zu definiren, und Methoden zu 
seiner Messung zu finden, beruhte zum grofsen Theile wohl auch darin, dafs 
man keine Anschauung von den Formen der Bewegung hatte, welche die 
Reibung in der Flüssigkeit hervorbringt. In dieser Beziehung schien mir da- 
her eine Untersuchung der Bewegungsformen, bei denen kein Geschwindig- 
keitspolential existirt, von Wichtigkeit zu sein. 

Die folgende Untersuchung wird nun lehren, dafs in den Fällen, wo 
ein Geschwindigkeitspotential existirt, die kleinsten Wassertheilehen keine 
Rotationsbewegungen haben, wohl aber ist wenigstens ein Theii der Wasser- 
theilehen in Rotation begriffen in solchen Fällen, wo kein Geschwindigkeits- 
potential existirt. 

Wirbellinien nenne ich Linien, welche durch die Flössigkeitsmasse so 
gezogen sind, dafs ihre Richtung überall mit der Richtung der augenblick- 
lichen Rotationsaxe der in ihnen liegenden Wassertheilehen zusammentrifft. 

Wirbeißden nenne ich Theile der Wassermasse, welche man dadurch 
aus ihr herausschneidet, daiS man durch alle Puncte des Umfangs eines un- 
endlich kleinen Flächenelements die entsprechenden Wirbellinien construirt. 

Die Untersuchung ergiebt nun, dafs wenn für alle Kräfte, welche auf 
die Flüssigkeit wirken, ein Kräftepotenlial existirt 

1) kein Wassertheilehen in Rotation kommt, welches nicht von Anfang an 
in Rotation begriffen ist. 

2) Die Wassertheilehen, welche zu irgend einer Zeit derselben Wirbel- 
linie angehören, auch indem sie sich fortbewegen, immer zu derselben 
Wirbellinie gehörig bleiben. 

3) Dafs das Product aus dem Querschnitte und der Rolationsgescbwindig- 
keit eines unendlich dünnen Wirbelfadens längs der ganzen Länge des 
Fadens constant ist, und auch bei der Fortbewegung des Fadens den- 
selben Werth behält. Die Wirbelfäden müssen deshalb innerhalb der 
Flüssigkeil in sich zurücklaufen, oder können nur an ihren Grenzen 
endigen. 

Dieser letztere Satz macht es möglich die Rötalionsgeschwindigkeiten 
zu bestimmen, wenn die Form der betreffenden Wirbelfäden zu verschiedenen 
Zeiten gegeben ist. Ferner wird die Aufgabe gelöst, die Geschwindigkeiten 
der Wassertheilehen für einen gewissen Zeitpunkt zu bestimmen, wenn für 
diesen Zeitpunkt die Rotatiensgeschwindigkeiten gegeben sind; nur bleibt da- 



3, Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 27 

bei eine wilikflhrliche Function unbestimmt, welche zur Erfüllung der Grenz- 
bedingnngen verwendet werden mufs. 

Diese letztere Aufgabe führt zu einer merkwürdigen Analogie der 
Wirbelbewegungen des Wassers mit den electromagnetischen Wirkungen electri- 
scher Ströme. Wenn nfimlicb in einem einfach zusammenhängenden*), mit 
bewegter Flüssigkeit gefüllten Räume ein Geschwindigkeitspotential existirt, 
sind die Geschwindigkeiten der Wassertheilchen gleich und gleichgerichtet den 
Kräften, welche eine gewisse Vertheilung magnetischer Massen an der Ober- 
fläche des Raums auf ein magnetisches Theilchen im Innern ausüben würde. 
Wenn dagegen in einem solchen Räume Wirbelfäden existiren, so sind die 
Geschwindigkeiten der Wassertheilchen gleich zu setzen den auf ein magne- 
tisches Theilchen ausgeübten Kräften geschlossener electrischer Ströme, welche 
tbeils durch die Wirbelfäden im Innern der Masse, tbeils in ihrer Oberfläche 
fliefsen, und deren Intensität dem Product aus dem Querschnitt der Wirbel- 
fäden und ihrer Rotationsgeschwindigkeit proportional ist. 

Ich werde mir deshalb im Folgenden öfter erlauben, die Anwesenheit 
von magnetischen Massen oder electrischen Strömen zu fingiren, blos um da- 
durch für die Natur von Functionen einen kürzeren und anschaulicheren Aus- 
druck zu gewinnen, die eben solche Functionen der Coordinaten sind, wie 
die Potentialfunctionen , oder Anziehungskräfte, welche jenen Massen oder 
Strömen für ein magnetisches Theilchen zukommen. 

Durch diese Sätze wird die Reihe der Bewegungsformen, welche in 
der nicht behandelten Klasse der Integrale der hydrodynamischen Gleichungen 
verborgen sind, wenigstens für die Vorstellung zugänglich, wenn auch die 
vollständige Ausführung der Integration nur in wenigen einfachsten Fällen 
möglich ist, wo nur ein oder zwei geradlinige oder kreisförmige Wirbelfäden 
vorhanden sind in unbegrenzten oder durch eine unendliche Ebene theilweis 
begrenzten Wassermassen. 

Es läfst sich nachweisen, dafs geradlinige parallele Wirbelfäden in einer 
Wassermasse, die nur durch senkrecht gegen die Fäden gestellte Ebenen be-' 



^} Ich nehme diesen Ausdruck in demselben Sinne , in M^elchem Riemann (dieses 
Journal Bd. LIV, S. 108) von einfach und mehrfach zusammenhängenden Flächen spricht. 
Ein nfach zusammenhangender Raum ist danach ein solcher, durch den n — 1, aber nicht 
mehrere Schnittflächen gelegt werden können, ohne den Raum in zwei vollständig ge- 
trennte Theile zu trennen. Ein Ring ist also in diesem Sinne ein zweifach zusammen- 
hängender Raum. Die Schnittflächen müssen ringsum durch die Linie, in der sie die 
Oberfläche des Raums schneiden, vollständig begrenzt sein. 

4* 
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• 

grenzt ist, om ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt rotiren, wenn man zur 
Bestimmung dieses Punktes, die Rotationsgeschwindigkeit gleich der Dichtig- 
keit einer Masse betrachtet. Die Lage des Schwerpunkts bleibt unverändert. 
Bei kreisförmigen Wirbelfäden dagegen, die alle auf einer gemeinsamen Axe 
senkrecht stehen, bewegt sich der Schwerpunkt ihres Querschnitts parallel der 
Axe fort. 

§. 1. 

Es sei innerhalb einer tropfbaren Flüssigkeit in dem Punkte, der durch 

die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z bestimmt ist, zur Zeit t der Druck 
gleich p, die den drei Coordinataxen parallelen Componenten der Geschwin- 
digkeit u, V, w, die Componenten der auf die Einheit der flOssigen Masse 
wirkenden äufseren Kräfte X, Y und Z, und die Dichtigkeit, deren Aen- 
derungen als verschwindend klein angesehen werden, gleich h, so sind die 
bekannten Bewegungsgleichungen für die inneren Punkte der Flüssigkeit: 

-^ i dp du i du t du , du 

^—h'£ = ^+«-^+''^+*^-^ 

Y 1_ dp^ ^ dv . dv I dv • dv 

ri.*) / * '^y rf* ' rfjp ' rfy dz 

^ \ dp dw f ^dw ^ ^ dw , dw 

^ du t dv i dw 

dx ^ dy ^ dz 

Man bat bisher fast ausschliefslich nur solche Fälle bebandelt, wo nicht 
nur die Kraft«. X, Y und Z ein Potential V haben, also auf die Form ge- 
bracht werden können 

n«-^ Y ^^ v_dV ^ dV 

sondern auch ai^lserdem ein Geschwindigkeitspötential tp gefunden werden 
kann, so dafs 

(.1,0 .=Ä, ,=^, „=^. 

Dadurch verein^cht sich die Aufgabe aufserörd entlich, indem die direi ersten 
der Gleicbungetn (1.) eine gemeinsame Integralgleichung geben, aus der p zu 
finden ist, nach^eni man tp der vierten Gleichung gemfifs bestimmt bat, welche 
in diesem Falle ^i« (lestalt annimmt: 

dx^ ^ dy^ ^ dz^ ~ ^' 
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also mit der bekannten Differentialgleichung FOr das Potential magnetischer 
Massen übereinstimmt, welche aufserhalb des Raumes liegen, fOr den diese 
Gleichung gelten soll. Auch ist bekannt, dafs jede Function cp, welche die 
obige Differentialgleichung innerhalb eines einfach zusammenhängenden *) 
Raumes erfflllt, als das Potential einer bestimmten Yertheilung magnetischer 
Massen an der Oberfläche des Raumes ausgedrückt werden kann, wie ich 
schon in der Einleitung angeführt habe. 

Damit die in der Gleichung (1 b.) verlangte Substitution gemacht wer- 
den könne, mufs sein 

^^ > rfw dv^ ^ dv^ dw ^ dw rfj; ^ 

^ *^ dy dx ' öte "^ rf/ ' "dx rfi 

Um die mechanische Bedeutung dieser letzteren drei Bedingungen zu ver- 
stehen, können wir uns die Veränderung, welche irgend ein unendlich kleines 
Wasservolum in dem Zeittheilchen dt erleidet, zusammengesetzt denken aus 
drei verschiedenen Bewegungen: 1) einer Fortführung des Wassertheilchens 
durch den Raum hin, 2) einer Ausdehnung oder Znsammenziehung des Theil- 
chens nach drei Hauptdilatationsrichtungen, wobei ein jedes aus Wasser gebil- 
dete rechtwinklige Parallelepipedon, dessen Seiten den Hauptdilatationsrichtungen 
parallel sind, rechtwinklig bleibt, während seine Seiten zwar ihre Länge 
ändern, aber ihren früheren Richtungen parallel bleiben, 3) einer Drehung um 
eine beliebig gerichtete temporäre Rotationsaxe , welche Drehung nach einem 
bekannten Satze immer als Resultante dreier Drehungen um die Coordinat- 
axen angesehen werden kann. 

Sind in dem Punkte, dessen Coordinataxen x, 9 und 5 sind, die unter 
(1 c.) aufgestellten Bedingungen erfüllt, so wollen wir die Werthe von u, v, w 
und ihren Differentialqnotienten in jenem Punkte folgendermafsen bezeichnen: 

M du dw dv 

M D rfy . du dw r. 

. g^ dw dv du 

*) In mehrfach zusammenhängenden Räumen kann tp mehrdeutig werden, und f&r 
Mehrdeutige Functionen, die der obigen Differentialgleichung Genüge tbun, gilt der Fun- 
damentalsatz von C^een^s Theorie der Electricität (dieses Journal Bd. XLTV, S. 360) 
nicht, und demgemäfs auch ein grofser Theil der aus ihm herfliefsenden Sätze nicht, welche 
Gaufs und ^reen für die magnetischen Potentialfunctionen aufgestellt haben, die ihrer 
Natur nach itamer eindeutig sind. 
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und erhalten dann fOr Punkte, deren Coordinaten x, y, z anendlich wenig 
von r, 9, 3 verschieden sind: 

oder wenn wir setzen 

+ «(r— 9)(^— ä)+/5(^-^)(«-j)-fr(^-^)(r— 9)^ 

so ist 

dtff dcp dq> 

dx ^ dy ^ dz 

Es ist bekannt, daTs man durch eine geeignete Wahl anders gerichteter recht- 
winkliger Coordinaten x^^ y^^ z^^ deren Mittelpunkt im Punkte x^ 9, g liegt, 
den Ausdruck für q> auf die Form bringen kann 

(p = Ä,x,'\'B,y,-i^C,z^'\'^aix\'\-^b,f,'\-\c^z[, 

wo dann die nach diesen neuen Coordinataxen zerlegten Geschwindigkeiten 
iii, ri, Wx die Werihe erhalten 

Die der x^ Axe parallele Geschwindigkeit fix ist also gleich für alle Wasser- 
theilchen filr welche x^^ denselben Werth hat, oder Wassertheilchen, welche 
zu Anfang des Zeittheilchens dt in einer den y^z^ parallelen Ebene liegen, 
sind auch am Schlüsse des Zeittheilchens dl in einer solchen. Dasselbe gilt 
für die x^y^ und XyZ^^ Ebene. Wenn wir also ein Parallelepipedon durch 
drei den letztgenannten Coordinatebenen parallele und ihnen unendlich nahe 
Ebenen begrenzt denken, so bilden die darin eingeschlossenen Wassertheil- 
chen auch nach Ablauf des Zeittheilchens dl ein rechtwinkliges Parallelepipedon, 
dessen Flächen denselben Coordinatebenen parallel sind. Die ganze Bewe- 
gung eines solchen unendlich kleinen Parallelepipedon ist also unter der in 
(1 c.) ausgesprochenen Voraussetzung zusammengesetzt nnr aus einer Trans- 
lationsbewegung im Räume, und einer Ausdehnung oder Zusammenziehung 
seiner Kanten, und es ist keine Drehung desselben vorhanden. 

Kehren wir zurück zu dem ersten Coordinatsystem der x, y, z und 
denken wir nun zu den bisher vorhandenen Bewegungen der den Punct X9) 
umgebenden unendlich kleinen Wassermasse noch Rotationsbewegungen um 
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Axen, die denen der x, y und z parallel sind, und durch den Puncl )C9) 
gehen, hinzugefugt, deren Winkelgeschwindigkeiten beziehlich sein mögen 
^> Vf ^9 ^^ ^^^^ die davon herrührenden Geschwindigkeitscomponenten parallel 
den Coordinalaxen der x, y-j z beziehlich 

(r-9)C. -ix-xK, 0. 

Die Geschwindigkeiten des Theilchens, dessen Coordinaten x, y, z sind, wer- 
dm nun also 

u = ^4.tf(x-x) + (y+^)(y-9) + (/?-i?)(3r-j), 

V = Ä + (y_^)(ar-j:) + *(9-y) + (a+|)(52:-j), 

Daraus folgt durch Differenziren 

dv dw 



dz dy 



2^, 



ro^ i ^^ ^^ O^ 



dx dz 
du dv 



2?. 



dy dx 

Die Gröfsen der linken Seite also, welche nach den Gleichungen (1 c.) gleich 
Null sein müssen, wenn ein Geschwindigkeitspolenlial exisliren soll, sind 
gleich den doppelten Rotationsgeschwindigkeiten der betreffenden Wasser- 
theilchen um die drei Coordinalaxen. Die Existenz eines Geschwindigkeits- 
potentials schliefst die Existenz von Rotationsbewegungen der Wassertbeil- 
eben aus. 

Als eine weitere characteristische Eigenthümlichkeit der Flüssigkeits- 
bewegung mit einem Geschwindigkeilspolential soll hier ferner noch angeführt 
werden, dafs in einem ganz von festen Wänden eingeschlossenen, ganz mit 
Flüssigkeit gefüllten und einfach zusammenhängendem Räume iS' keine solche 
Bewegung vorkommen kann. Denn wenn wir mit n die nach innen ge- 
richtete Normale der Oberfläche eines solchen Raumes bezeichnen, mufs die 

zur Wand senkrecht gerichtete Geschwibdigkeitscomponente -^ überall gleich 
Null sein. Dann ist nach einem bekannten Satze ^'^) von Green 



*) Der vorher schon angeführte Satz in diesem Journal Bd. LIV. S. 108, welcher 
nicht für mehrfach zusammenhängende Räume gilt. 
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WO links die Integration über den ganzen Raum S, rechts Aber die ganze 
OberflSche von S, deren Flachenelement mit da) bezeichnet ist, ausgedehnt 

« 

werden mufs. Ist nun -^ an der ganzen Oberfläche gleich Null, so murs 

auch das Integral links gleich Null sein, was nur der Fall sein kann, wenn 

im ganzen Räume i9 

d(p </y d(p ^ 

dx dy dz ' 

also gar keine Bewegung des Wassers stallfindet. Jede Bewegung einer 
begrenzten Flflssigkeitsmasse in einem einfach zusammenhängenden Räume, 
die ein Geschwindigkeitspolenlial hat, ist also nothwendig mit einer Bewegung 
der Oberfläche der Flüssigkeit verbunden. Ist diese Bewegung der Ober- 
fläche, d. b. -^ vollständig gegeben, so ist dadurch auch die ganze Be- 
wegung der eingeschlossenen Flüssigkeitsmasse eindeutig bestimmt. Denn 
gäbe es zwei Funktionen cp^ und 9)^^, welche gleichzeitig im Inneren des 
Raumes jS der Gleichung 

dx^ I dy* « rfx« ~ ^ 
und an der Oberfläche die Bedingung 

dip 



dn 



V^ 



erfüllten, wo tp die durch die gegebene Bewegung der Oberfläche bedingten 
Werthe von -— bezeichnet, so würde auch die Function (9)^ — 9)^ die erstere 
Bedingung im Innern von j9 erfüllen, an der Oberfläche aber 

dn ~ 

sein, woraus wie eben gezeigt ist, auch für das ganze Innere von jS> folgen 
würde 

^ (Vi— Vit) _. ä(%—(fsi) _ d((pt^%t) _ Q 
dx dy dz 

Beiden Functionen würden also genau dieselben Geschwindigkeiten auch im 
ganzen Innern von i9 entsprechen. 

Also nur in dem Falle, wo kein Geschwindigkeitspotential existirt, 
können Drehungen der Wassertheilchen, und in sich zurücklaufende Bewegungen 
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innerhalb einfach zusammenhängender ganz geschlossener Räume vorkommen. 
Wir können daher die Bewegungen, denen ein Geschwindigkeitspotenlial nicht 
zukommt, im Allgemeinen als Wirhelbeweyungen characterisiren. 

§. 2. 

Wir wollen zunächst die Aenderungen der Rotationsgeschwindigkeiten 
^, Tl und ^ während der Bewegung bestimmen, wenn nur Kräfte wirken, 
denen ein Kräftepotential zukommt. Ich bemerke zunächst im Allgemeinen, 
dafs wenn tp eine Function von x, y, z, t ist, und um drp wächst, während 
die letzteren vier Gröfsen um dx, dy, dz und dl wachsen, wir haben 

Soll nun die Aenderung von ^ während des Zeittheilcbens dt für ein con- 
stant bleibendes Wassertheilchen bestimmt werden, so müssen wir den Grö- 
fsen dx, dy und dz dieselben Werthe geben, welche sie für das bewegte 
Wassertheilchen haben, nämlich 

dx = udf, dy = vdt, dz == tvdt 
und erhalten 

di dt ^^ dx^^dy ^^ dz 

Das Zeichen —r werde ich im Folgenden immer nur in dem Sinne gebrau- 
chen, dafs -^dt die Aenderung von ip während der Zeit dt für dasselbe 

Wassertheilchen bezeichnet, dessen Coordinaten zn Anfang der Zeit dt x, y 
nnd z waren. 

Indem wir aus den ersten der Gleichungen (1.) mit Hülfe von Diffe- 
rentiationen die Gröfse p eliminiren, und dabei die Bezeichnungen der Glei- 
changen (2.) einführen, und für die Kräfte X, Y, Z die Gleichangen (la.) 
als erfüllbar betrachten, erhalten wir folgende drei Gleichungen: 

dj fc du . du \ j» du 

dt ~ ^ dx • ^"^"1"^ dz ' 

yy) \ dt — ^ dx^^ dy ^^ dz ' 

dj fc dw I dw ^ K^ dw 

dt ~ ^ dx'^^ dy » ^ dz ' 

oder aaoh 

Jimtntl fOr MaUiemUik BcL LV. Heft 1. 5 
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dt t du I dv I udw 

di ~~ ^ rfar"" ''rf^+^ÄT' 

(3a.) ^i5_ = |^ + „^J.C^, 
'^ ^ \ dt ^ dy^^ dy Tfe dy ' 

dt * rfz T'^rfs Tfe dz 

I 

Wenn in einem Wßssertheilchen ^, rj und ^ gleichzeitig gleich Null sind, sind auch 

iL _ ii — A _ 

dt ~ dt ~ dt ~^' 

Diejenigen Wasser Ikeilchen also, welche nickt schon Rotationsbewegungen 
haben, bekommen auch im Verlaufe der Zeit keine Rotationsbewegungen. 

Bekanntlich kann man Rotationen nach der Methode des Parallelo- 
gramms der Kräfte zusammensetzen. Sind ^, rj, ^ die Rolationsgeschwindig- 
keilen um die Coordinataxen , so ist die Rotationsgeschvvindigkeit q um die 
augenblickliche Axe der Rotation 



9 = yr+^Hr 

und die Cosinus der Winkel, welche diese Axe mit den Coordinalen bildet, 

sind beziehlich i-, ± und -^. • 

7 7 9 

Wenn wir nun in Richtung dieser augenblicklichen Drehungsaxe, das 
unendlich kleine Stflck q€ abschneiden, so sind die Projectionen dieses Stflckes 
auf die drei Coordinataxen beziehlich eSf ^ und €^. Während im Punkte 
^, y, z die Componenten der Geschwindigkeit u, v und w sind, sind sie 
am anderen Endpunkt von qe beziehlich 

i f, du \ du i ^ du 
, w (/<; I dv X ^ dv 
I y^ dw % dw i €, dw 

Nach Verlauf der Zeit dt haben also die Projectionen der Entfernung der 
beiden Wassertheilchen, welche zu Anfang von dt das Stück qe begrenzten, 
einen Werth erlangt, welchen man mit Berücksichtigung der Gleichungen (3.) 
folgendermafsen schreiben kann: 
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B^^{w,-w)dt = ,(^^^^diy 

Links stehen hier die Projectionen der neuen Lage der Verbindungs- 
linie qe, rechts die mit dem constanlen Factor e multiplicirten Projectionen 
der neuen Rotationsgeschwindigkeit; es folgt aus diesen Gleichungen, dafs die 
Verbindungslinie der beiden Wassertheilchen , welche zu Anfang der Zeit dt 
das Stfick qs der augenblicklichen Rotationsaxe begrenzten, auch nach Ablauf 
der Zeit dl noch mit der jetzt geänderten Rotationsaxe zusammenfällt. 

Wenn wir eine Linie, deren Richtung überall mit der Richtung der 
augenblicklichen Rotationsaxe der dort befindlichen Wassertheilchen zusammen- 
trifft, wie oben festgesetzt ist, eine Wirbellinie nennen, so können wir den 
eben gefundenen Satz so aussprechen: Eine jede Wirbellinie bleibt fort^ 
dauernd aus denselben Wassertheilchen zusammengesetzt, während sie 
mit diesen Wassertheilchen in der Flflssigkeit fortschwimmt. 

Die rechtwinkligen Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nehmen 
in demselben Verhältnisse zu, wie die Projectionen des Stücks eq der Ro- 
tationsaxe; daraus folgt, dafs die Gröfse der resultirenden Rotationsge- 
schwindigkeit in einem bestimmten Wassertheilchen in demselben Verhält^ 
nisse sich verändert, wie der Abstand dieses Wassertheilchens von seinen 
Nachbarn in der Rotationsaxe. 

Denken wir uns durch alle Punkte des Umfangs einer unendlich kleinen 
Fläche Wirbellinien gelegt, so wird dadurch aus der Flüssigkeit ein Faden von 
unendlich kleinem Querschnitt herausgelheilt, der Wirbelfaden genannt werden 
soll. Das Volumen eines zwischen zwei bestimmten Wassertheilchen gelege- 
nen Stücks eines solchen Fadens, welches nach den eben bewiesenen Sätzen 
immer von denselben Wassertheilchen angefüllt bleibt, mufs bei der Fortbe- 
wegung constant bleiben, sein Querschnitt sich also im umgekehrten Verhält- 
nisse als die Länge ändern. Danach kann man den eben hingestellten Salz 
auch so aussprechen: Das Product aus der Rotationsgeschwindigkeit und 
dem Querschnitt in einem aus denselben Wassertheilchen bestehenden 
Stücke eines Wirbelfadens bleibt bei der Fortbewegung desselben constant. 

5* 
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Aus den Gleichungen (2.) folgt unmittelbar, dafs 

d^ _, dfi , dC ^ 



dx ' dy ' dz 

Daraus weiter, dafs 

wobei die Integration Aber einen ganz beliebigen Theil iS> der Wassermasse 
ausgedehnt werden kann. Wenn wir partiell integriren, folgt daraus 

ff^dydz\Jfridxdz\JJldxdy = 0, 

wobei die Integrationen aber die ganze Oberfläche des Raumes iS> auszudeh- 
nen sind. Nennen wir do} ein Fläcbenelement dieser Oberfläche und a, ß, y 
die drei Winkel, welche die nach aufsen gerichtete Normale von Jco mit den 
Coordinataxen bildet, so ist 

dydz = cosado), dxdz = cos ßdio, dxdy = cos^dEu;^ 
also 

//(^cosa-j-^cos/J-f ?cosy)rfa> = 0, 

oder wenn man q die resullirende Rotationsgeschwindigkeit nennt, und & den 
Winkel zwischen ihr und der Normale, 

//q C03&. d(o == 0, 

die Integration Ober die ganze Oberfläche von jS ausgedehnt. 

Nun sei iS ein Stflck eines Wirbelfadens, begrenzt durch zwei unend- 
lich kleine senkrecht gegen die Axe des Fadens gelegte Ebenen co^ und (o^^, 
80 ist cos^ an einer dieser Ebenen gleich 1, an der andern — 1, an der 
ganzen flbrigen Oberfläche des Fadens gleich 0, folglich wenn q^ und q^^ die 
Rotationsgeschwindigkeiten in co^ und co^^ sind , reducirt sich die letzte Glei- 
chung auf 

woraus folgt: Das Product aus der Rotationsgeschwindigkeit und detn 
Querschnitt ist in der ganzen Länge desselben Wirbelfadens constanl. 
Dafs es sich auch bei der Fortbewegung des Fadens nicht ändert, ist vorher 
schon bewiesen worden. 

Es folgt hieraus auch, dafs ein Wirbelfaden nirgends innerhalb der 
Flüssigkeit aufhören dOrfe, sondern entweder ringförmig innerhalb der Flüssig- 
keit in sich zurücklaufen, oder bis an die Grenzen der Flüssigkeit reichen 



8. Helmholiz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 37 

müsse. Denn wenn ein Wirbelfaden innerhalb der Flüssigkeit irgend wo 
endete, wflrde sich eine geschlossene Fläche conslruiren lassen, fflr welche 
das Integral /gcosSdio nicht den Wer th Null hfilte. 

§. 3. 
Wenn man die Bewegung der in der Fiössigkeit -vorhandenen Wirbei- 
fäden bestimmen kann, so werden darch die hingestellten Sätze auch die 
Gröfsen §, rj und ^ vollständig zu bestimmen sein. Wir wollen* jetzt an die 
Aufgabe gehen, aus den Gröfsen £, rj und ^ die Geschwindigkeiten u, v und 
w zu finden. 

Es seien also innerhalb einer Wassermasse, die den Raum jS einnimmt, 
die Werthe von S, t] und ^ gegeben, welche drei Gröfsen der Bedingung ge- 
nflgen, dafs 

Es sollen gefunden werden u, v und w, so dafs sie innerhalb des ganzen 
Raumes i9 den Bedingungen genügen, dafs 



do div 



2§, 



dz dy 



dx dz 
du dv 



2?. 



dy dx 

Dazu kommen noch die durch die jedesmalige Natur der Aufgabe fflr die 
Grenze des Raumes jS geforderten Bedingungen. 

Bei der gegebenen Vertheilung von §f t], ^ können nun theils Wirbel- 
linien vorkommen, welche innerhalb des Raumes jS geschlossen in sich zu- 
rficklanfen, theils solche welche die Grenze von jS erreichen und hier ab- 
brechen. Wenn letzteres der Fall ist, so kann man jedenfalls entweder auf 
der Oberfläche von jS oder aufserhalb a$ diese Wirbellinien fortsetzen und in 
sich zurflcklaufend schliefsen, so dafs dann ein gröfserer Raum Si exislirt, 
welcher nur geschlossene Wirbellinien enthält, und an dessen ganzer Ober- 
fläche §, f], ^ und ihre Resultante q selbst gleich Null sind, oder wenigstens 

(2 b.) ?cosa-j-i7COS/9-f ?cosy = qcos& = 0. 
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Wie vorher bedeuten hier a, ß, y die Winkel' zwischen der Norinale des 
betreffenden Theils der Oberfläche von S^ und den Coordinataxen , ^ den 
Winkel zwischen der Normale und der resultirenden Rotationsaxe. 

Werthe von u, v, w, welche den Gleichungen (l.)4 und (2.) genügen, 
erhalten wir nun, indem wir setzen 

= rfP I dlS dM 
dx ^ dy rfs ' 

(4.) <|, = iP-L^_^ 
■ dy ^ dz rf*r ' 

w = rfP I dM dL 
dz ~^ dx dy ^ 

und die Gröfsen L, JU, N^ P durch die Bedingungen bestimmen, dafs inner- 
halb des Raumes Si 

d'L id'L.d^L_^^ 



(5.) 



rfwT* » dy* » dz' 

dx^ ^ dy* » dz* ~ ^^' 
dx' "» dy* "^ dz' ~ ^^' 



dx' » dy' » dz' 

Wie diese letzteren Gleichungen integrirt werden, ist bekannt. L, Mj N 
sind die Potentialfunctionen fingirter magnetischer Massen, die mit der Dich- 
tigkeit ~^9 ~^ und — ~- durch den Raum Si verbreitet sind, P die 

Potentialfunction von Massen, die aufserhalb des Raumes iS liegen. Bezeich- 
nen wir die Entfernung eines Punktes, dessen Coordinaten a, b, c sind, von 
dem Punkte x, y, z mit r, und mit ^^i Vaf ta die Werthe von S, tj, ^ in 
dem Punkte a, b, c, so ist also 

die Integrationen über den Raum jSi ausgedehnt, und 
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wo k eine willkührliche Funclion von a, b, c ist, und die Integration Ober 
den äufseren, jS umschliefsenden Raum auszudehnen ist. Die willkährliche 
Function k mufs so bestimmt werden, dafs die Grenzbedingungen erfüllt wer- 
den, eine Aufgabe, deren Schwierigkeit ähnlich denen aber electrische und 
magnetische Vertheilung ist. 

Dafs die in (4.) gegebenen Werthe von u^ v und w die Bedingung 
(l.)4 erfallen, ergiebt sich gleich durch Differentiation mit Berücksichtigung 
der vierten der Gleichungen (5.)- 

Ferner findet man durch Differentiation der Gleichungen (4.) mit Be- 
rücksichtigung der ersten drei von (5.) 9 dafs 

— o^ d fdL , dM , dNl 
"" ^^ dx Idx + rf/ + rfzJ 

^^ dy Idx ^dy^dzJ 

_2r— ^r— +— +— 1 

dy dx dz i-dx ^ dy ^ dz J 

Die Gleichungen (2.) sind also ebenfalls erfüllt, wenn nachgewiesen werden 
kann, dafs im ganzen Räume Si 

rRU^ dL y dM . dN ^ 
Dafs dies der Fall sei, ergiebt sich aus den Gleichungen (5 a.) 

oder nach partieller Integration 

dM 



dv 


dw 


dz 


dy 


dw. 
dx 


du 
dz 


du 


do 



dy 2nJJ r 

dN ^ 
dz 2n 






Addiren wir diese drei Gleichongen und nennen das FlSchenelement der Ober- 
flfiche von «9 wieder ^, so erliallen wir 

dL , dM , dN 1 /Vt I ö I 5- X 1 j 
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Da aber im ganzen Innern des Raumes 

and auf seiner ganzen Oberfläche 

C2b.) faCosa-|"^aCOS/3-f?aCOsy == 0, 

so sind beide Integrale gleich und die Gleichung (5 b.) wie die Gleichun- 
gen (2.) erfflUt. Die Gleichungen (4.) und (5.) oder (5 a.) sind somit wirk- 
lich Integrale der Gleichungen (l.)« und (2.) 

Die in der Einleitung erwähnte Analogie zwischen den Fernwirkungen 
der Wirbelfäden und den electromagnetischen Fernwirkungen stromleitender 
Drälhe, welche ein sehr gutes Mittel abgiebt, um die Form der Wirbelbewegun- 
gen anschaulich zu machen, ergiebt sich aus diesen Sätzen« 

Wenn wir die Werlhe von L, M, N aus den Gleichungen (5 a.) in 
die Gleichung (4.) setzen, und diejenigen unendlich kleinen Theile von u, v 
und Wf welche in den Integralen von dem Körperelement da, dh, de her- 
rfihren, mit Ju, Jv, Jw bezeichnen, ihre Resultante mit Jp, so ist 

4ft r 

An r 

2n r* 

aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs 

Ju{x — a)-\'Jv{y — b)'\'Ja>{z--c) = 0, 

d. b. die Resultante Jp von /1u, Jv und Jw macht mit r einen rechten Win- 
kel. Ferner 

d. b. dieselbe Resultante Jp macht auch mit der resultirenden Rotattonsaxe in 
a, b, c einen rechten Winkel. Endlich 

wo q die Resultante von Saß Va> 'Qa und v der Winkel zwischen ihr und r 
ist, welcher durch die Gleichung bestimmt wird 



5. HelmholiZß über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, 41 

Jedes rotirende W asser thMchen a bedingt also in jedem anderen 
Theilehen b derselben Wassermasse eine Geschwindigkeit, welche senk-- 
reckt gegen die durch die Rotationsaxe von a und das Theilehen b ge^ 
legte Ebene steht. Die Gröfse dieser Geschwindigkeit ist direct proport- 
ional dem Volumen von a, seiner Rotationsgeschwindigkeit und dem Sinus 
des Winkels zwischen der Linie ab und der Rotationsaxe, umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Entfernung beider Theilehen. 

Genaa demselben Gesetze folgt die Kraft, welche eine in a lefindiiche 
elecirische, der Rotationsaxe parallele Strömung auf ein in b befindliches 
magnetisches Theilehen ausüben wflrde. 

Die mathematische Verwandtschaft beider Klassen von Naturerschei- 
nungen beruht darin, dafs bei den Wasserwirbeln in denjenigen Theilen der 
Wassermasse, welche keine Rotation haben, ein Geschwindigkeitspotential tp 
existirt, welches der Gleichung 

dx* f" dy* '^ dz* ~ 
Genflge thut, welche Gleichung nur innerhalb der Wirbelfäden nicht gilt Wenn 
wir uns die Wirbelfäden aber immer als geschlossen denken entweder inner- 
halb oder aufserhalb der Wassermasse, so ist der Raum, in welchem die 
Differentialgleichung fOr (p gilt, ein mehrfach zusammenhängender, denn er 
bleibt noch zusammenhängend, wenn man Schnittflächen durch ihn gelegt 
denkt, deren jede durch einen Wirbelfaden vollständig begrenzt wird. In 
solchen mehrfach zusammenhängenden Räumen kann nun eine Function <p, 
welche der obigen Differentialgleichung genügt, mehrdeutig werden, und sie 
mufs mehrdeutig werden, wenn sie in sich selbst zurücklaufende Strömungen 
darstellen soll, denn da die Geschwindigkeiten der Wassermasse aufserhalb der 
Wirbelfäden den Differenlialquotienten von (p proportional sind, so mufs man 
der Bewegung des Wassers folgend zu immer gröfseren Werthen von (p 
fortschreiten. Ist die Strömung also in sich zurücklaufend, und kommt man 
ihr folgend sctiliefslich an den Ort zurück, wo man schon früher war, so 
findet man für diesen einen zweiten höheren Werth von (p. Da man das- 
selbe unendlich oft ausführen kann, so mufs es unendlich viel verschiedene 
Werthe von (p für jeden Punkt eines solchen mehrfach zusammenhängenden 
Raumes geben, welche um gleiche Differenzen von einander verschieden sind, 

wie die verschiedenen Werthe von Are lang^— ^, welches eine solche mehr- 

dentige Function ist, die der obigen Differentialgleichung genügt. 
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Ebenso verhält es sich mit den electromagnetischen Wirkungen eines 
geschlossenen eleclrischen Stromes. Derselbe wirkt in die Ferne, wie eine 
gewisse Vertbeilang magnetischer Massen auf einer von dem Stromleiter be- 
grenzten Fläche. Aufserhalb des Stromes können deshalb die Kräfte, die er 
auf ein magnetisches Theilchen ausQbt, als die Differentialquotienten einer 
Potentialfunction F betrachtet werden, welche der Gleichung genügt 

rfjT* i" dy* i dz* ~ 

Auch hier ist aber der Raum, welcher den geschlossenen Stromleiter umgiebt^ 
und in dem diese Gleichung gilt, mehrfach zusammenhängend, und V vieldeutig. 

Bei den Wirbelbewegungen des Wassers also, wie bei den electro- 
magnetischen Wirkungen, hängen Geschwindigkeiten oder Kräfte aufserhalb 
des von Wirbelfäden oder electrischen Strömen durchzogenen Raumes von 
mehrdeutigen Potentialfunclionen ab, welche fibrigens der allgemeinen Dif- 
ferentialgleichung der magnetischen Potentialfunclionen Genüge thun, während 
innerhalb des von Wirbelfäden oder electrischen Strömen durchzogenen Raumes 
statt der Fotentialfunctionen, die hier nicht existiren, andere gemeinsame Functio- 
nen auftreten, wie sie in den Gleichungen (4.), (5.) und (5 a.) hingestellt 
sind. Bei den einfach fortströmenden Wasserbewegungen und den magneti- 
schen Kräften dagegen haben wir es mit eindeutigen Fotentialfunctionen zu 
thun, ebenso wie bei der Gravitation, den electrischen Anziehungskräften, den 
constant gewordenen electrischen und thermischen Strömungen. 

Diejenigen Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, in denen ein 
eindeutiges Geschwindigkeitspotential exislirt, können wir Integrale erster 
Klasse nennen. Diejenigen dagegen, bei welchen Rotationen eines Theils der 
Wassertheilchen und demgemäfs in den nicht rotirenden Wassertheilchen ein 
mehrdeutiges Geschwindigkeitspotential vorkommt, Integrale zweier Klasse. 
Es kann vorkommen, dafs im letzteren Falle nur solche Theile des Raumes 
in der Aufgabe zu betrachten sind, welche keine rotirenden Wi^ssertheile ent- 
halten, z.B. bei Bewegungen des Wassers in ringförmigen Gefäfsen, wobei 
ein Wirbelfaden durch die Axe des Gefäfses gehend gedacht werden .kann^ 
und wo also die Aufgabe doch noch zu denen gehört, die mittelst der An- 
nahme eines Geschwindigkeilspotentials gelöst werden können. 

In den hydrodynamischen Integralen erster Klasse sind die Geschwin- 
digkeiten der Wassertheilchen gleich gerichtet und proportional den Kräften, 
welche eine gewisse aufserhalb der Flüssigkeit befindliche Yertbeilung magno- 
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tischer Massen auf ein am Orte des Wassertheilchens befindliches magnetisches 
Theilchen hervorbringen würde. 

In den hydrodynamischen Integralen zweiter Klasse sind die Geschwin- 
digkeiten der Wassertheilchen gleich gerichtet nnd proportional den auf ein mag- 
netisches Theilchen wirkenden Kräften, welche geschlossene electrische, durch 
die Wirbelfäden fliefsende Ströme, deren Dichtigkeit der Rotationsgeschwin- 
digkeit dieser Fäden proportional wäre, vereint mit aüfserhalb der Flüssig- 
keit befindlichen magnetischen Massen hervorbringen würden. Die electrischen 
Ströme innerhalb der Flüssigkeit würden mit dem betreffenden Wirbelfaden 
fortfliefsen und constante Intensität behalten müssen. Die angenommene Yer- 
Iheilung magnetischer Massen aüfserhalb der Flüssigkeit oder auf ihrer Ober- 
fläche mufs so bestimmt werden, dafs den Grenzbedingungen Genüge geschieht. 
Jede magnetische Masse kann bekanntlich auch durch electrische Strömungen 
ersetzt werden. Statt also in den Werthen für u, v und w noch die Potential- 
fnnction P einer aüfserhalb liegenden Masse x hinzuzufügen, erhält man eine 
ebenso allgemeine Lösung, wenn man den Gröfsen ^^ -rj und ^ aüfserhalb oder 
selbst nur an der Oberfläche der Flüssigkeit beliebige Werthe ertheilt, aber 
so, dafs nur geschlossene Stromfäden entstehen, und dann die Integration in 
den Gleichungen (5 a.) über den ganzen Raum ausdehnt, in welchem §, ij 
und ^ von verschieden sind. 

S- 4. 

In den hydrodynamischen Integralen erster Art genügt es, wie ich 
oben gezeigt habe, die Bewegung der Oberfläche zu kennen. Dadurch ist 
die Bewegung im Innern der Flüssigkeit ganz bestimmt. Bei den Integralen 
zweiter Art ist dagegen noch die Bewegung der innerhalb der Flüssigkeit 
befindlichen Wirbelfäden unter ihrem gegenseitigen Einflüsse und mit Berück- 
sichtigung der Grenzbedingungen zu bestimmen, wodurch die Aufgabe viel 
verwickelter wird. Indessen läfst sich für gewisse einfache Fälle auch diese 
Aufgabe lösen, namentlich für solche, wo Rotation der Wassertheilchen nur 
in gewissen Flächen oder Linien vorkommt, und die Gestalt dieser Flächen 
und Linien bei der Fortbewegung unverändert bleibt. 

Die Eigenschaften von Flächen, welchen eine unendlich dflnne Schicht 
rotirender Wassertheilchen anliegt, ergeben sich leicht aus den Gleichun- 
gen (5 a.). Wenn §, i] und ^ nur in einer unendlich dünnen Schicht von 
verschieden sind, so werden ihre Potentialfunctionen L, M und N nach be- 
kannten Sätzen auf beiden Seiten der Schicht gleiche Werthe haben, aber 

6» 



44 S. HeltnholtZß über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 

ihre Differentialquolienten , in Richtung der Normale der Schicht genommen, 
werden verschieden sein. Denken wir uns die Coordinataxen so gelegt, dafs 
an der von uns betrachteten Stelle der Wirbelflfiche die z Axe der Normale 
der Fläche, die x Axe der Rolationsaxe der Wassertheilchen in der Fläche 
entspricht, so dafs an dieser Stelle i} = ^s=0, so werden die Potentiale M 
und N, so wie ihre Differentialquotienten auf beiden Seilen der Schicht die- 
selben Werthe haben, eben so L und -t— und -^, dagegen wird -^ zwei 

verschiedene Werthe haben, deren Unterschied gleich 2^6 ist, wenn e die Dicke 
der Schicht bezeichnet. Demgemafs ergeben die Gleichungen (4.), dafs u 
und w auf beiden Seiten der Wirbelfläche gleiche Werthe haben, v aber 
Werthe, die um 2S^ von einander verschieden sind. Es ist also auf beiden 
Seiten einer Wirbelfiäche diejenige Componente der Geschwindigkeit, 
welche senkrecht gegen die Wirbellinien stehend die Fläche tangirt, 
von verschiedenem Werthe. Innerhalb der Schicht rotirender Wasser- 
theilchen mufs man sich die betreffende Componente der Geschwindigkeit 
gleichmäfsig zunehmend denken von demjenigen Werthe, der an der einen 
Seite der Fläche stattfindet, zu dem der andern Seite. Denn wenn S durch 
die ganze Dicke der Schicht hier conslant ist, und a einen ächten Bruch be- 
zeichnet, v' den Werth von v auf der einen, v^ auf der andern Seite, r« in 
der Schicht selbst um ae von der ersten Seite entfernt, so sahen wir, dafs 
v^—Vi=i2§€, weil zwischen beiden eine Schicht von der Dicke a und der 
Rotationsintensität | liegt. Aus demselben Grunde mufs v' — v^^==2^€a=a(v' — Vi) 
sein, worin der hingestellte Satz liegt. Da wir uns die rotirenden Wasser- 
theilchen selbst als bewegt denken müssen, und die Aenderung der Verthei- 
lung auf der Fläche von ihrer Bewegung abhängt, so müssen wir ihnen als 
mittlere Geschwindigkeit ihres Fortfliefsens längs der Fläche fflr die ganze 
Dicke der Schicht eine solche zuerlheilen, welche dem arithmetischen Mittel 
der an beiden Seiten der Schicht stattfindenden Geschwindigkeiten entspricht. 

Eine solche Wirbelfläche wflrde z. B. entstehen, wenn zwei vorher 
getrennte und bewegte Flflssigkeitsmassen in BerQhrnng mit einander kommen. 
An der Berflhrungsfläche wflrden sich die gegen diese senkrechten Geschwin- 
digkeiten nothwendig ausgleichen mfissen. Die sie tangirenden Geschwindig- 
keiten werden aber im Allgemeinen in den beiden Flflssigkeitsmassen ver- 
schieden sein. Die BerQhrungsfläcbe würde also die Eigenschaften einer 
Wirbelfläche haben. 
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Dagegen darf man sich im Allgemeinen vereinzelte Wirbelffiden nicht 
als unendlich dflnn denken, weil sonst die Geschwindigkeiten an entgegenge- 
setzten iSeiten des Fadens unendlich grofse und entgegengesetzte Werthe er- 
halten, und die eigene Geschwindigkeit des Fadens deshalb unbestimmt wird. 
Um nun doch gewisse allgemeine Schlüsse för die Bewegung sehr dfinner 
Fiden von beliebigem Querschnitt ziehen zu können, wird uns das Princ^ 
von der Erhallung der lebendigen Kraft dienen. 

Ehe wir also zu einzelnen Beispielen fibergehen, wollen wir noch die 
Gleichung fflr die lebendige Kraft K der bewegten Wassermasse bilden: 

(6.) K = \hfff{:ii^\v'\w^)dxdydz. 

Indem ich in dem Integral nach den Gleichungen (4.) setze 

'^\dx T dy dz)'' 



r» 



w 



dy 

^/dP . dL dN\ 

\dy '^ dz dx^ 

* c= wi—A- — — ^^ 
\dz ^ dx dy y 



und partiell integrire, dann mit cosa^ cos/9^ cos/ und cost?* die Winkel bezeichne, 
welche die nach innen gerichtete Normale des Elements da) der Wassermasse 
mit den Coordinataxen und der resultirenden Geschwindigkeit q bildet, erhalte 
ich mit Berücksichtigung der Gleichungen (2.) und (l.)4 

(6a.) K= — Y /rfa;[Pycosj9'-|-i^(t^cosy — t£^cos/3)-f ^(«^cosa — iicosy) 

-\'N{ucosß — vcosay]—k^^^(LS'\'Mri'\'N^)dxdydz. 

Den Werth von -^ erhält man aus den Gleichungen (IO9 iodem man die 

erste mit u, die zweite mit v, die dritte mit w multiplicirt und addirt, 

,/" du t dv , dw\ f dp y dp t dp\ \ wf dV y dV , dV\ 

Wenn man beide Seiten mit dxdydz multiplicirt, dann Aber die ganze Aus- 
dehnung der Wassermasse integrirt, und berficksichtigl, dafs wegen (l.)4 

wenn %^ im Innern der Wassermasse eine stetige und eindeutige Function 
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bezeichnet, so erhält man 

• (6 b.) ^ = Jd(o(p— hü ^\Aq^)qco8». 

Wenn die Wassermasse ganz in festen Winden eingeschlossen ist, mnfs 
ifcos& an allen Punkten der OberflSche gleich sein, dann wird also auch 

^ = Ö, d.h. K constant. 
dt 

Denkt man sich diese feste Wand in unendlicher Entfernung vom An- 
fangspunkt der Goordinaten nnd die vorhandenen Wirbelfaden in endlicher 
Entfernung, so werden die Potentialfunctionen L, M, N, deren Massen S, t], 
^ jede in Summa gleich Null sind, in der unendlichen Entfernung 9% wie 91"^ 
abnehmen, und die Geschwindigkeiten, ihre Differentialqnotienten, wie 91^, das 
Flächenelement dio aber, wenn es immer dem gleichen Kegelwinkel im Null- 
punkte der Goordinaten entsprechen soll, wie dV zunehmen. Das erste In- 
tegral in dem Ausdrucke für K ([Gleichung C6a.)3, welches über die Ober- 
fläche der Wassermasse ausgedehnt ist, wird wie fRr^ abnehmen, ffir ein 
unendliches 91 also gleich Null werden. Dann redncirt sich der Werth von 
K auf 

(6 c.) K = —kffßL^^Mri^m)dxdydz 

und diese Gröfse wird während der Bewegung nicht geändert. 

$. 5. 
Geradlinige parallele Wirhelfädetu 
Wir wollen zuerst den Fall untersuchen, wo nur geradlinige, der Axe 
der z parallele Wirbelfäden existiren, entweder in einer unendlich ausgedehn- 
ten Wassermasse, oder in einer solchen Masse, die durch zwei gegen die 
Wirbelffidtfü senkrechte unendliche Ebenen begrenzt ist, was auf dasselbe 
herauskommt. Alle Bewegungen geschehen dann in Ebenen, die zur Axe 
der z senkrecht sind, und sind in allen diesen Ebenen genau dieselben. 

Wir setzen also 

du do^ dp^ dV ^ 

dz dz dz dz 
Dann reduciren sich die Gleichungen (2.) auf 

1 = 0, , = 0, 2? = ^-^, 



die Gleichungen (3.) auf 



dt ^' 
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Die Wirbelfäden behalten also constanle Rotationsgeschwindigkeit, so 
wie sie auch constanten Querschnitt behalten. 
Die Gleichungen (4.) reduciren sich auf 

dN dN 

d^N , rf*JV OS. 

Ich habe hier nach der am Ende des §.3 gemachten Bemeri^ung P = ge- 
setzt. Die Gleichung der Strömungslinien ist also iVx=Const. 

iV ist in diesem Falle die Potentialfunction unendlich langer Linien; 
diese selbst ist unendlich grofs, aber ihre DifTerentialquotienten sind endlich. 
Sind a und b die Coordinalen eines Wirbelfadens, dessen Querschnitt dadh 

ist, so ist 

_ _dN ^ Cdadb x—a _ dN ^ ^dadb y—b 

dx n r* ' dy n * r^ ' 

Es folgt hieraus, dafs die resultirende Geschwindigkeit q senkrecht gegen r. 
das auf den Wirbelfaden gefällte Loth steht, und dafs 

idadb 
^ nr 

Haben wir in einer in Richtung der x und y unendlich ausgedehnten 
Wassermasse mehrere Wirbelfäden, deren Coordinaten beziehlich x^^ y^^ 
X2 , y2 Q- s. w. sind, während das Product aus Rotationsgeschwindigkeit und 
Querschnitt eines jeden derselben mit nii, 1712 etc. bezeichnet wird, und bilden 
wir die Summen 

V = miVi'\'m2V2'\' fn^ Vyelc.^ 

80 werden dieselben gleich 0, weil der Antheil an der Summe Vj der aus 
der Wirkung des zweiten Wirbelfadens auf den ersten entsteht, aufgehoben 
wird durch den Yom ersten Wirbelfaden auf den zweiten. Beide sind nimlich 

n r* ^ n r* 

und so bei allen andern in beiden Summen. Nun ist ü die Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts der Massen m^, ms u. s. w. in Richtung der x, mnltiplicirt 
mit der Summe dieser Massen, ebenso V parallel den y genommen. Beide 
Geschwindigkeiten sind also gleich Null, wenn nicht die Summe der Massen 
gleich Null, wo es fiberhaupt keinen Schwerpunkt giebt. Der Schwerpunkt 
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der Wirbelf&den bleibt also bei ihrer Bewegung um einander unverAndert, und 
da dieser Salz fOr jede beliebige Yertheilung der WirbelfAden gilt, so dflrfen 
wir ihn auch auf einzelne Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt 
anwenden. 

Daraus ergeben sich nun nachstehende Folgerungen: 

1) Haben wir einen einzelnen geradlinigen Wirbelfaden von unendlich 
kleinem Querschnitt, in einer nach allen gegen den Wirbelfaden senkrechten 
Richtungen unendlich ausgedehnten Wassermasse, so hängt die Bewegung der 
Wassertheilchen in endlicher Entfernung von ihm nur ab von dem Product 
§dadb = m aus der Rotationsgeschwindigkeit und der Gröfse seines Quer- 
schnitts, nicht von der Form seines Querschnitts. Die Theilchen der Wasser- 

messe rotiren um ihn mit der Tangentialgeschwindigkeit — , wo r die Ent- 

f* r 

fernung vom Schwerpunkte des Wirbelfadens bezeichnet. Die Lage des 
Schwerpunkts selbst, die Rotationsgeschwindigkeit, die Gröfse des Querschnitts, 
also auch die Gröfse m bleiben unverändert, wenn auch die Form des unend- 
lich kleinen Querschnitts sich ändern kann. 

2) Haben wir zwei geradlinige Wirbelfäden von unendlich kleinem 
Querschnitt in einer unbegrenzten Wassermasse, so wird jeder den andern in 
einer Richtung forttreiben, welche senkrecht gegen ihre Verbindungslinie steht. 
Die Länge der Verbindungslinie wird dadurch nicht geändert. Es werden 
sich also beide um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt in gleich bleibendem 
Abstände drehen. Ist die Rotationsgeschwindigkeit in beiden Wirbelfäden 
gleich gerichtet, also von gleichem Vorzeichen, so mufs ihr Schwerpunkt 
zwischen ihnen liegen. Ist sie entgegengesetzt gerichtet, also von ungleichem 
Vorzeichen, so liegt ihr Schwerpunct in der Verlängerung ihrer Verbindungs- 
linie. Und ist das Product aus der Rotaiionsgeschwindigkeit und dem Quer- 
schnitt bei beiden gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen, wobei der 
Schwerpunkt in unendlicher Entfernung liegen wQrde, so schreiten sie beide 
mit gleicher Geschwindigkeit und senkrecht gegen ihre Verbindungslinie in 
gleicher Richtung fort. 

Auf den letzteren Fall kann man auch den zurflckfQhren, wo ein 
Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt sich neben einer ihm parallelen 
unendlich ausgedehnten Ebene befindet. Die Grenzbedingung für die Bewegung 
des Wassers an der Ebene, dafs sie der Ebene parallel sein mflsse, erfflUt 
man, indem man jenseits der Ebene noch einen zweiten Wirbelfaden, das 
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Spiegelbild des ersten, hinzugefügt denkt. Daraus folgt denn, dafs der in der 
Wassermasse befindliche Wirbelfaden parallel der Ebene fortschreitet, in der 
Richtung, in welcher sich die Wassertheilchen zwischen ihm und der Ebene 
bewegen, und mit ^ der Geschwindigkeit, welche die Wassertheilchen im 
Fufspunkt eines von dem Wirbelfaden auf die Ebene gefällten Lothes haben. 
Bei geradlinigen Wirbelfäden führt die Annahme eines unendlich klei- 
nen ^Querschnitts auf keine unzulässige Folgerung, weil jeder einzelne Faden 
auf sich selbst keine forttreibende Kraft ausübt, sondern nur durch den Ein* 
flnfs der anderen vorhandenen Fäden forlgetrieben wird. Anders ist es bei 
gekrümmten Fäden. 

§. 6. 
Kreisförmige Wirbelfäden. 
In einer unendlich ausgedehnten Wassermasse seien nur kreisförmige 
Wirbelfäden vorhanden, deren Ebenen zur z Axe senkrecht sind und deren 
Mittelpunkte in dieser Axe liegen, so dafs rings um sie herum alles symme- 
trisch ist. Man ändere die Coordinaten, indem man setzt 

X = ;jcos£, a = jjrcos«^ 

y = ;f sin«, b = ^sin^, 

Z =i z, c =^ c. 

Die Rotationsgeschwindigkeit a ist nach der Annahme nur eine Function von 
X und z oder von y und c, und die Rotationsaxe steht überall senkrecht auf 
X (oder ^) und der z Axe. Es sind also die rechtwinkligen Componenten 
der Rotation in dem Funkte, dessen Coordinaten ^, e und c sind 

f = — asine, 7j=sacose, J = 0. 
In den Gleichungen (5 a.) wird 

r' = (z-cf-\^x'+Sf'-2xSfC0B{e-e), 

Ar= 0. 

Indem man mit cos£ und sin 6 multiplicirt und addirt, erhält man aus den Glei- 
chungen für h und M 

Lsinfi — iifcosfi = ~ oT IJ J ^^^^^^~^ J-y dg d{e — e) de, 
Lcos^-f ^^^'^^ = Y' j/j ^^'"^*~^^ gdgd{^ — e)dc. 

Joonial ftlr Mathematik Bd. LV. Heft 1. 7 
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In beiden Integralen kommen die Winkel e und £ nur noch in der Verbindung 
{e — e) vor, und diese Gröfse kann deshalb als die Variable unter dem In- 
tegral betrachtet werden. In dem zweiten Integrale heben sich die Theile, 
in denen (« — «) = e ist, gegen die auf, in denen (c — ^)==27i — e, es wird 
also gleich Null. Setzen wir 

(7.) V^ == ± fff , o^o^e.gdgdedc 

so wird also 

iUcosc — JLsine = \\), 

i(fsin£ -|- £/cos£ = 0, 
oder 

(7 a.) Li = — v^slnc^ M = ^cos«. 

Nennen wir x die Geschwindigkeit in Richtung des Radius x» ^"^^ berück- 
sichtigen, dafs in Richtung der Ereisperipherie wegen der symmetrischen 
Lage der Wirbelringe zur Axe die Geschwindigkeit gleich Null sein mufs, so 

haben wir 

u = rcosf, V = Tsinc 

und nach den Gleichungen (4.) 

dM dL 

Daraus folgt 



oder 



d%b 



(Tbo ^x-^-'-^, m^ ^ 



dM 
dx 

« 


dL 

dy 


dx/) 1 


X' 


ä(rffX) 





Die Gleichung der Strömungslinien ist also 

ipX = Const. 
Wenn wir die im Werthe von tp angezeigte Integration zunächst fär 
einen Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt ausfahren, dabei setzen 
adffdc = mi^ und den davon herrOhrenden Theil von ip mit tp„^ bezeichnen, 
so ist 



Ä» 



^<fx 



worin F und E. die ganzen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung 
fQr den Alodul ;; bedeuten. 



5. HelmholtZs über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 51 
Setzen wir der Körze wegen 

wo also ü eine Function von x ist, so ist 

fw, / — dU z — c 



Befindet sich nun in dem durch x ^^d z bestimmten Punkte ein zweiter Wir- 
belfaden m, und nennen wir r^ die Geschwindigkeit in Richtung von g, welche 
er dem Wirbelfaden r/ii miltbeilt, so erhalten wir diese ^ indem wir in dem 
Ausdrucke für x 

statt T X 9 ^ ^ ^i 

setzen x^ g x ^ ^ ^' 
Dabei bleiben x und U unverändert, und es wird 

(8.) mTX'\-m^r^g = 0- 

Bestimmen wir nun den Werth der der Axe parallelen Geschwindig- 
keit w, welchen der Wirbelfaden nii hervorbringt, dessen Goordinaten g und 
c sind, so finden wir 

nennt man nun w^ die der z Axe parallele Geschwindigkeit, welche der Wir- 
belring m, dessen Goordinaten z und x ^^^^^ ^^ Orte von nii hervorbringt, 
so braucht man dazu nur wieder die vorher schon angezeigte Vertauschung 
der betreffenden Goordinaten und Massen vorzunehmen. So findet man, dafs 

(8 a.) 2mwx^ -{- ^^i ^iSf^ — fnrxz — tniX^gc = J- -^gx U. 

Aehnliche Summen wie (8.) und (8 a.) lassen sich für eine beliebig 
grofse Anzahl von Wirbelringen bilden. Ich bezeichne för den n^^"" derselben 
das Product adgdc mit f^„^ die Gomponenten der Geschwindigkeit, welche 
ihm von den übrigen Wirbelringen mitgetheilt werden, mit r„ und u>„, wobei 
aber vorläufig abgesehen wird von den Geschwindigkeiten, die jeder Wirbel- 
ring sich selbst mittheilen kann. Ich nenne ferner den Radius des Ringes ^^ 
und die Entfernung von einer gegen die Axe senkrechten Fläche i., welche 
beiden letzteren Gröfsen zwar der Richtung nach mit x ^^^ ^ übereinstimmen, 
aber als zu dem bestimmten Wirbelringe gehörig Functionen der Zeit, und 
nicht unabhängige Variable sind, wie x ^^^ ^* Scbliefslich sei der Werth 
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von xjß, so weit dieser von den andern Wirbelringen herrührt t^^, • Es ergiebt 
sich aus (8.) und (S a.), indem man die entsprechenden Gleichungen fOr jedes 
einzelne Paar von Wirbelringen aufstellt und alle addirt: 

So lange man in diesen Summen noch eine endliche Zahl getrennter and un- 
endlich dQnner Wirbelringe hat, darf man unter tv, t und t// nur diejenigen 
Theile dieser Gröfsen verstehen, welche von der Anwesenheit der anderen 
Ringe herrühren. Wenn man aber eine unendlich grofse Anzahl solcher 
Ringe den Raum continuirlich ausfüllend denkt, ist ip die Potentialfunction 
einer continuirlichen Masse, w und r sind Differentialquotjenten dieser Po- 
tentialfunction, und es ist bekannt, dafs sowohl in einer solchen Function wie 
in ihren Differentidquotienten die Theile der Function, welche von der An- 
wesenheit von Masse in einem unendlich kleinen den betreffenden Punkt, für 
den die Function bestimmt ist, umgebenden Raum l^errühren, unendlich klein 
sind gegen die von endlichen Massen in endlicher Entfernung herrührenden^}. 

Verwandeln wir also die Summen in Integrale, so können wir unter 
tv, % und t// die ganzen in dem betreffenden Punkte geltenden Werthe dieser 
Gröfsen verstehen, und 

dl dq 

setzen. Die Gröfse m ersetzen wir zu diesem Zwecke durch das Product ad^dL 

(90 ^^(>^^erf^ = 0, 

(9a.) ^J/(f9''^äQdl—^aQl^dQdl ^ffo^^fdqdl. 

Da das Product adgdl gemäfs §.2 nach der Zeit constant ist, so kann die 
Gleichuufif (9.) nach / integrirt werden, und wir erhalten 

\JJaq^iqdX = Const. 

Denkt man den Raum durch eine Ebene getheilt, die durch die % Axe 
geht und daher alle vorhandenen Wirbelringe schneidet, betrachten wir dann 
a als die Dichtigkeit einer Massenschicht, und nennen 3^ die ganze in dieser 
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Schicht der £bene anliegende Hasse, also 

2» =ffodQil 

und W den mittleren Werlh von ^^ für sämmtliche Massenelemente genom- 
men, so ist 

und da dieses Integral und der Werth von SDl der Zeit nach constant sind, 
so folgt, dafs auch R bei der Fortbewegung unverändert bleibt. 

I Existirl also in der unbegrenzten Flössigkeitsmasse nur ein kreisför- 
miger Wirbeifaden von unendlich kleinem Querschnitt, so bleibt dessen Badins 
unverändert. 

Die Gröfse der lebendigen Kraft ist nach Gleichung (6 c.) in unserem Falle 

K= —hfff{U\Mri)daähdc 
= — hJlNfa.qdqdldh 

= — 2nhfni)a.QdQdl. 

Sie ist ebenfalls der Zeit nach constant. 

Indem wir ferner bemerken, dafs, weil ad^dl nach der Zeit constant ist 



dt 



/föQndQdX = 2//li9^§äQdl+/faQ^^dld^, 



so wird die Gleichung (9 a.), wenn wir mit / den Werth von l fflr den 
Schwerpunkt des Querschnitts des Wirbelfadens bezeichnen, damit (9.) mulli- 
pliciren und addiren 

Wenn der Querschnitt des Wirbelfadens unendlich klein ist, und e eine un- 
endlich kleine Gröfse derselben Ordnung wie l—l und die übrigen Linear- 
dimensionen des Querschnitts, ad^dX aber endlich ist, so ist •tp und auch K 
von derselben Ordnung unendlich grofser Quantitäten, wie löge. Fflr sehr 
kleine Werthe des Abslands v vom Wirbelringe wird nfimlich 



V = >/(ir-x)H(«-c)% 



!-"• 



4p 



« 9 



*.. = *'»»(=^) = ?i»«i 
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In dem Werthe von K wird tp noch mit p oder p mnltiplicirt. Ist ß end- 
lich ond V von der gleichen Ordnung mit e, so ist K von der Ordnung log«. 

Ifor wenn ^ unendlich grofs von der Ordnung — ist, wird K unendlich grofs, 
wie — log«. Dann geht der Kreis in eine gerade Linie fiber. Dagegen wird 
•jr^ welches gleich ^ ist, von der Ordnung — , das zweite Integral also 



endlich und bei endlichem q verschwindend klein gegen K. In di^em Falle 
können wir im ersten Integrale das constante l statt X setzen, und erhalten 

odmäU) _ _ Jf_ 

rfe ~ 2fih 
oder 

2nn 

Da ^ und R conslant sind, kann sich nur / proportional der Zeit Andern. 
Wenn ^ positiv ist, ist die Bewegung der Wasserlheilcben auf der äufsern 
Seite des Ringes nach der Seile der positiven z, auf der Innern nach der 
der negativen z gerichtet; K, h und R sind ihrer Natur nach immer positiv. 

Daraus folgt also, dafs bei einem kreisförmige^ Wirbelfaden von 
sehr kleinem Querschnitt in einer unendlich ausgedehnten Wassermasse 
der Schwerpunkt des Querschnitts eine der Axt des Wirbelringes paral- 
lele Bewegung hat von annähernd constanter und sehr grofser Geschwin- 
digkeil, die nach derselben Seite hin gerichtet ist, nach welcher das 
Wasser durch den Ring strömt. Unendlich dflnne Wirbelfaden von end- 
lichem Radius wOrden unendlich grofse Fortpflanzungsgeschwindigkeit erhallen. 

Ist aber der Radius des Wirbelrings unendlich grofs von der Ordnung — , so 

wird R^ unendlich grofs gegen K, und / wird conslant. Der Wirbelfaden, 
welcher sich nun in eine gerade Linie verwandelt hat, wird stationär, wie 
wir für geradlinige WirbelfSden schon früher gefunden haben. 

Es Isfst sich nun auch im Allgemeinen übersehen, wie sich zwei ring- 
förmige WirbelfAden, deren Axe dieselbe ist, gegen einander verhalten werden, 
da jeder abgesehen von seiner eigenen Fortbewegung auch der Bewegung der 
Wasserlheilcben folgt, die der andere hervorbringt. Haben sie gleiche Ro- 
talionsrichtung, so schreiten sie beide in gleichem Sinne fort, und es wird 
der vorangehende sich erweitern, dann langsamer fortschreiten, der nachfol- 
gende sich verengern und schneller fortschreiten, schliefslich bei nicht zu 
dilFerenten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten den andern einholen, durch ihn 
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hindurcfageben. Dann wird sich dasselbe Spiel mit dem andern wiederholen, 
so dafs die Ringe abwechselnd einer durch den andern hindurchgehen. 

Haben die Wirbelfäden gleiche Radien, gleiche und entgegengesetzte 
Rotationsgeschwindigkeiten, so werden sie sich einander nfihem, und sich 
gegenseitig erweitern, so dafs schliefslich, wenn sie sich sehr nah gekommen 
sind, ihre Bewegung gegen einander immer schwächer wird, die Erweiterung 
dagegen mit wachsender Geschwindigkeit geschieht. Sind die beiden Wirbel- 
fäden ganz symmetrisch, so ist in der Mitte zwischen beiden die der Axe 
parallele Geschwindigkeit der Wassertheilchen gleich Null. Man kann sich 
hier also eine feste Wand angebracht denken, ohne die Bewegung zu stören, 
und erhält so den Fall eines Wirbelringes, der gegen eine feste Wand anläuft. 

Ich bemerke noch, dafs man diese Bewegungen der kreiisförmigen 
Wirbelringe in der Natur leicht studiren kann, indem man eine halb einge- 
tauchte Ereisscheibe, oder die ungefähr halbkreisförmig begrenzte Spitze eines 
Löffels schnell eine kurze Strecke längs der Oberfläche der Flüssigkeit hin- 
fahrt, und dann schnell herauszieht. Es bleiben dann halbe Wirbelringe in 
der Flüssigkeit zurück, deren Axe in der freien Oberfläche liegt. Die freie 
Oberfläche bildet also eine durch die Axe gelegte Begrenzungsebene der 
Wassermasse, wodurch an den Bewegungen nichts wesentliches geändert wird. 
Die Wirbelringe schreiten fort, erweitern sich, wenn sie gegen eine Wand 
laufen, und werden durch andere Wirbelringe erweitert oder verengert, ganz 
wie wir es aus der' Theorie abgeleitet haben. 
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4. 

Sur Pint^gration des equations ultra -elliptiques. 

(Par M. ßrioschi ä Pavie.) 



1. \ßn doit a Jacobi la connaissance de ce fall analytiqae qae ies 
eqaations ultra - elliptiques peuvent s'integrer sous forme algebrique rationnelle. 
La demonstration indirecte que Jacobi a donnee de cette importante propriete 
a ete d^veloppee par M. Richelot; et M. Liouville a obtenu ce resnltat 
comme uoe conseqaence de ses recherches sttr le mouyement d^un point. Je 
vais demontrer qa'on peut arriver ä ces integrales par rinlegration directe, 

Soient Xi^ X2^ . .. x^ n variables; en posant: 
Ies eqaations differentielles : 

ont He nommees par Jacobi equations ultra - ellipüqaes. 
Soit: 

y,(x) = (a? — Xi)(a?— a?,) . . . (x^x„) = a?» -f «iar"-»-j- 1- a.; 

si Ton considere Ies Eqaations (1.) et la suivante: 



n 

^r r 



dz 



comme eqaations simaltanees, on aura: 

dxr v(xr) 

dz yj^(xr) ' 

Mais l'equation identique: 

yf^Xr) = 
nous donne 

donc on aura: 

vis"^ T-rfT^ +•••+ rfr>'~^(^^ = ^ 
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pour x = Xi^ x^^ ... x^; et par consequent on a pour uoe valeur quel- 
conque de x: 

6{x) elanl un polynome du /i**"'' degre qu'on doil determiner 
Or, en abser vant que: 

1 d\l)(x) _ ^ (p(Xr) 
%p {X) dz 1 ** (Xr X) yß* (Xr) 

on trouve, comme M. Bichelot Ta dejä demontre, que: 
ou: 

-l—{'>,iA£HL — (^\*\ — y*(-g) rfy* I ^ rfv;. 

donc en integrant on aura: 

(3.) (^y = <p'{x)i-A,^i>\x)-rp{x)U{x) 
en supposanl; 

De requalion (3.) on peut deduire les integrales algebriques irrationnelles des 
equations (l.)? ^^ ^^^ coefficients If2 9 ^39 ••• ä» seront les it — 1 constantes, 
parce qu^on a evidemment: 

2. L'equation (2.) se reduit a cause de (3.) k la suivanle: 

2^ = 2JoV'(^)-H(ar) 
laquelle ayant lieu pour des valeurs quelconques de x nous donne: 

pour r s= 1 , 2, ... n ; et par consequent : 

^11 ^2f ••• ^tant de nouvelles constantes. 

Par one seconde iotegration on obtient: 

' — 2ü,y 
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4. Brioschi, iniegration des equattons ultra- elUptiques. 



ayant pose: 



,zYAc 



Er 



D, 



et £i, £<2) 



etant des conslantes ä determiner. Si Ton pose: 



• • • 






OD aura donc 

(4.) 

el en observanl que: 



vC^) = 2FT(^>'' + »'Srr4-T) 



'dz 



2«or 



}/4j, 



requalion (3.) fait voir quez 

AAo(p\x) =^ S'-RT 

equation au moyen de laquelle on doit delerminer les constantes C^, G2, ..., 
jB^, jE^, ... Les valeurs des constanles 6?^, 6r„ peuvenl aussi s'obtenir en 
Gomparant les puissances de x^'*"^ el de x^^ dans Tequalion (3.) 9 et Ton Irouve: 

G, = A.^H,, G, = A2n. 

Les formes obtenues pour les fonclions ip{x)^ 9>^(^) sonl, a un facteur pres, 
Celles auxqudles Jacobi avait äld conduit par la consideration du theoreme 
A'Abel. En eliminant y des valeurs de Ur, a^ on a une integrale algebrique 
rationnelle da second degre des equations (1.): 

{Eß.^Eßrf = 4t{nr-2A^;){H,-2A^,){D^,-\-DM) 

-DrEr{H,-2A,a,)-D^,{H^-2A,ar) ; 

et en eliminant y^, y, considerees comme deux variables, des valeurs de a^, 
a,, Qt on obtient I'integrale lin^aire: 

1 Uo = 0. 

ar H. Dr E, 

a. H, D. JB, 

Ol £f| Di El 

3. Soit f{x) une fonction entiere du degre it-j-t — 1, oü %<in; et 
en designant par c une quantite constante posons: 



^ fKXr)dXr) 
X^(C'-Xr)ff{jX:r) 



dv, 
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on aura evideminent: 



ou bien en posant: 
requalion suivante: 



^ =: ^ Afr) 

dz '7'' (^ — ^r)y^'(ä:r) 



f{x) = x'p{x)^q{x) 

« 
^ = ^ ^'rPJ^r) , q(c)^ 

dz 1 ''(c— jrr)t//(Xr) ' VW 



Or, en faisant: 






on a: 



donc: 



Hais F^ est le coefficient de -7TX dans le developpement suivant les puissances 
descendanles de x, de Texpression: 

^'' (jr — JTr ) V'' (^r ) yf{x) * 

OU le coefficient de — dans le developpement de — /^ "^ ; par conseqaent: 

do ^ fjel_ r p(j)(jr'-c*) 1 ^ 
rfs V» (c) L V; (x) (x — c) J^-i ! 

et parce qae: 

[_jpkl 1 =0 r 2kl_«l _o 

on aora: 



dz tp(e) L(x — c)V(x)Ja,-t* 



et: 

La valear (4.) de V(^) °<>"s donno: 

1 4RVA, Ry+S—2<p(x)VJ^ 4RVA, 

8» 
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ou: 

1 2 



ä ... Jty + 5+2qp(x)/J. 



y^(x)^A^ if{r) dy ^RyirS—%(p(xWA, 

et en snbslitaant: 

» = C ^f^''^ ^^„ y^i<:)-^S{c)^2^ (c) VA, 
9(0 '''^yR(c)-\-S(c)-2q>(e)VA, 

, r 2/-(x) , yR (X) + S(jr) + 2 y (x) VA, 1 

formule de laquelle on poarrait deduire le theoreme i''Abel. 
Pavie. Aoüt 1857. 
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5. 

Über die Crut^/^ische - Quadratur und eine Verall- 
gemeinerung derselben. 

(Von Herrn K B. Christoffel in Montjoie.) 



Uas Folgende enthält eine neue Darstellung des bekannten, von Gaufs 
(Gomm. Gott. reo. 1814 — 15) erfundenen Verfahrens znr angenäherten Be- 
rechnung bestimmter Integrale. Im Anschlafs hieran wird dasselbe in der 
Weise verallgemeinert, daCs za einer Anzahl beliebig gegebener Zwischen- 
werthe die übrigen nach den von Gaufs aufgestellten Prinzipien ausgewShlt 
werden. Diese neue Methode kann in verschiedenen Beziehungen von Nutzen 
sein, wie weiter unten nachgewiesen werden soll. 

1. 

Da die spätem Entwicklungen in stetigem Zusammenhange mit den 
Formeln ffir die mechanische Quadratur im Allgemeinen stehen, so kann eine 

kurze Herleitung der letztern nicht fflglich umgangen werden. Sei 

» 

(1.) f(3e) = A{x—ai){x — ai)...{x — a„)^ 
so fällt die Funktion 

mit der Funktion P{(c) fflr die Werthe x = ai^ a,, ... a„ zusammen, and 
es ist y(«i) = F(ai), <p(a2) = F{ai), ... <p(a„) = F{a„). Aus (2.) folgt 

(3.) f\{x)dx 

—1 

' f{x)Bx 



F(«,) /*» £(£)Ö£ , F(flj) p f{x)dx , I F(a,) /' fix) 

f'(ajj x-a, '^f(a,)J^ x-a, 'T' ""^ f'{a„)J x- 



«, ' 



und dieser Ausdruck ist bis auf einen bestimmten Fehler gleich dem Integrale 

PF{x) dx. 

Um die in (3.) angedeuteten Integrationen auszuführen, ist im Allge- 
meinen folgender Weg öinzuschlagen. Ist u eine beliebige, anfserhalb der 
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Grfinsen — 1 und 1 liegende Gröfse, so hat man identisch 

J X — W J X — U 't/ X — 11 

Da f{x) eine ralionale ganze Funktion von x vom n**"" Grade ist, so ist 
fW—jW ebenfalls eine solche Funktion vom fn— IV*" Grade von x wie 

X — u ^ ' 

von ti. Setzt man demnach 

(4.) /'fi^^S-=A(«), 

—1 

so ist f^{u) eine ganze Funktion (n— 1)**" Grades, und 

—1 ' 

Diese Formel bleibt offenbar selbst dann bestehen, wenn ti zwischen die Gren- 
zen — 1 und 4-1 fällt, sobald nur die unter dem Integral linker Hand stehende 

fx 
Funktion — — innerhalb jener Gränzen überall endlich bleibt. Die Formel 

(5.) gilt daher, wenn ti einer der Gröfsen iii, «2, ... a„ gleich gesetzt wird, 
unter allen Umständen, mögen diese Gröfsen aufserhalb oder innerhalb der er- 
wähnten Gränzen liegen. Dadurch geht die Gleichung (3.) in folgende Ober: 

■ (6.) _^V(-)8- = ^*'«..)+^F(«.)+-+^*-(«.), 

und man hat annähernd 

(7,) rF{r)dx =^P(p{x)dx. 

Durch Zerlegung in Partialbrüche folgt: 

J(u) — f(a,) u^a,^ f(a,) u-^a,^ ^ f\an) u—an' 

SO dafs ^rr der mittelst der Zwischen werthe a., 02, ••. On berechnete an- 

f(u) ' ^ 

genäherte Werth des Integrals / ist; und wenn man dies in (5.) an- 

—1 

wendet 

(8) /'^^ 



-1 
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Setzt man von jetzt an 

—1 

SO ist wegen (5.) 

(10.) A«) ig^ = A («) +/i(«), 

und wegen (8.) 

Es ist somit ^rr der Unterschied zwischen dem wahren und dem angenflher- 
ten Werthe von / = lg--^r. Entwickelt man daher in (11.) die linke 

—1 

Seite nach absteigeYiden Potenzen von u, und setzt den Ueberschufs des wah- 
ren Werthes von / x'^dx aber den angenäherten Werth desselbeni. nämlich 

C130 y ^ '^''~\T^f'^j\^)'^'^ ^r^^ — ''^' 

SO erhält man: 



^^^'^ u ^u^^u'^ f{u) 



Setzt man andererseits 

(140 f'f{x)bx = J,, 



und allgemein 



(150 f^f{x)x'dx = A, 



ferner 



so ist 



fW 



7i* T i^n+l T i^n+2 "T * ' '^ 



(16.) M«) = 4+^ + § + 



• • • 

u * W * u^ ' 



und 






mithin Äo = Äi = Atj = • • • = k„^i = 0. Die Formel (70 liefert also allemal den 
genauen Werth von / F{x) dx, so oft F{x) eine ganze Funktion ist, welche 

den (n — 1)^° Grad nicht übersteigt. Man hat ferner 

kn = AiAf kn^i=^ A2A -j^ AiA , Ärt^2 = -^3*^ "r -^2-^ -j- ^i^l , etc. 
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* 
Kann man nun f{u) so bestimmen, dafs in der Entwicklung von f2{tA) die 

Hl ersten Glieder, also in der Entwicklung von /'(ti)lg ^_. die Glieder, welche 

11 1 

enthalten, von selbst wegfallen, so* beginnt die Reihe fftr 



U ^ U ^ l^m 



^p^ mit dem Term ^'^"^l^ , und die Formel (7.) ist für alle ganzen Funktio- 
nen vom (m-f-n — ly^" oder einem niedrigem Grade vollkommen strenge. 
Gleichzeitig ist 

Es wird sich bald zeigen, dafs der höchste Grad von Genauigkeit, 
welcher mit der vorausgesetzten Form von f(x) erreicht werden kann, dem 
Falle entspricht, wo m = n ist. Es ist dies der nSmliche Fall, den Gaufs 
in der oben angeführten Abhandlung, und Jacobi in gegenwärtigem Journal 
behandelt haben. 

It. 

Das Folgende beruht auf diesem Lemma: 
Unterwirft man eine ganze Funktion f{u) vom it^° Grade der Be- 

dingung, dafs aus der absteigenden Entwicklung von /'(ti)lg J^r die 

11 1 

Terme, welche — ? — t^ ••• -7 enthalten, von selbst wegfallen, so giebt 

es stets eine Funktion, welche diesen Bedingungen genügt, und dieselbe 
ist bis auf einen constanten Faktor bestimmt. Verlangt man aufserdem, 

dafs das Glied mit -;^ verschwinde, so wird die Funktion f(u) identisch 



u 



gleich Null, indem jener constante Faktor den bestimmten Werth Null 
erhalt. 
Dasselbe ergiebt sich leicht mittelst der Formeln (10.) und (14.), denen 

zufolge allgemein der Coefficient von — in der absteigenden Entwicklung von 

w4-l /** 

F(ti)Ig--^j- gleich / F(x)8x ist, vorausgesetzt, dafs F(u) eine rationale 

—1 
ganze Funktion ist. Sei zunächst f(u) so bestimmt, dafs in (10.) ftiu) die Form 

hat, und sei ferner f(u)^=P'^Qi, wo P und Q reelle ganze Funktionen 
von u sind; so multiplicire man die Gleichung (10.) mit P—Qi Dann ist 
(P — (H)fi{M) wieder eine ganze Funktion von u, während die Entwicklung 
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von (P — 0»)A(tt) mit dem Terra -y beginnt. Also ist der Faktor von — 
gleich Null. Da derselbe aber gleich 

rfiuXP-Qi)du =f\P'-{-(P)8u 

-1 -1 

ist, und die Elemente dieses Integrals alle positiv sind, so mufs, wenn das 
ganze Integral gleich Null sein soll, jedes einzelne Element verschwinden^ 
also wie behauptet, f{u) identisch gleich Null sein. 

Da somit die, in Bezug auf die unbekannten Coefficienten der Funktion 
/'(li) linearen Gleichungen 

von einander unabhängig sind, indem sich aus ihnen fär jede der (n-j-1) un- 
bekannten Gröfsen ein einziger Werth ergiebt, so folgt, dafs man unter den 
(li-fl) Coefficienten von f(u) wenigstens auf eine Art ein System von n 
derselben so auswählen kann, dafs die n Gleichungen 

in Bezug auf dieses System von Unbekannten von einander unabhängig sind. 
Denn wäre dies nicht der Fall, so möfste man,. wie leicht zu sehen ist, aus 
den Gleichungen 



Ai — «2 , A2 — «2 % . • • A„ = a„ , A 



a. 



2, -«2 »*2^ • • • -«II **ii> '««+1 «*n+l 

sämmtliche Unbekannten eliminiren können, was nach dem eben bewiesenen 
nicht möglich ist. 

Da endlich die Gleichungen (A.) linear sind, so bestimmen sie das 
Verhältnifs von n Coefficienten zum (it-fl)^" auf eine einzige Weise, wodurch 
obiges Lemma in allen seinen Theilen bewiesen ist. 

Differentiirt man nun die Gleichung O^O? ^^^ multiplicirt mit u^— 1, 
so folgt: 

(18.) («'_l)|£..ig|l±| = 2/-+(«>-l)|^ + («'-l)|^, 

and eine nochmalige Differentiation giebt: 



d 



!:((«'-i)i^)'«^=4+^((«'-«)t)+lr((«'-«l&)- 



Diese beiden Gleichungen haben wieder die Form von (lO.)« Nimmt man 

11 1 

aber jetzt an, dafs fiiu) die Potenzen — , -^^ ••• — ^^^^^ enthält, dafs also 






• • • 
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ist, so folgt 

öl 
so dafs die Fanktion g— ((w^— 1)-^)— »(»-f l)/2 9 nach negativen Potenzen 



u<«'-*)#)==^==^^^+-' 



von u entwickelt, die Potenzen — , 771, ... — , —^j nicht enthält. Multi* 



9m n^ '^ du 

U ' tt* ' * ' * M" ' M' 

plicirt man daher die Gleichung (10.) mit n(ri-f 1) und subtrahirt sie von der 
vorstehenden, so folgt 

}i.((«._i)^)_„,„+,)^}„^ 

= *5^ + lr((""-*)|&)-»("+l'/"'+ll7((«*-*'l&)-»(»+»)AJi 

«4-1 
ond da der Faktor von 'g-^r den (n-fiy"" Grad nicht erreicht, so folgt 

vermöge des ohigen Lemmas, dafs er identisch gleich Null sein mufs. Da 
ferner auf der rechten Seite die drei ersten Glieder üur positive Potenzen 
von u enthalten, wfthrend das Folgende sich nur ans negativen Potenzen von 
ti zusammensetzt, und da diese beiden Theile för sich verschwinden müssen, 
so haben wir 

(20.) |7((«'-l)^)-«(«+l)/5 = 

(21.) |7((«'-l)l&)-»(«+l)/i + 4^ = 0. 
Nach den bekannten Untersuchungen über die Gleichung (19.) folgt hieraus 

(28.) /•(„) = P.(«) = g^^^ 

~ 1.2.3...W ^ *■ 1.2.3...n— 2 •* +**'•» 

und wegen (9.) 

(23.) f,{u) = (?,(«) = r^g||£, 

welche Bezeichnung von der gewöhnlichen nur wenig abweicht. Sodann folgt, 
dafs die Gleichung 

C24.) |j((.,._l,|£) = „(„+l,l7-4i^ 

ZU ihrem complelen Integrale einen Ansdruck von der Form 

(25.) ü = AP, (tt) 4- B(?„ (11) + Ä, (11) 



? 
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hat, wo Än(^) eine raliondle ganze Fanklion vom (n— 1)*^" Grade, und nichts 
Anderes, als die bisher durch fi(u) bezeichnete Fanklion ist. Die Funktionen 
P, Q, R stehen in Folge der Gleichung (10.) in der Relation 

(26.) P„(tt)lgi^ = On(tt)+Ä.(tl), 

oder auch 

(27.) O.(ti) = p„(«)Ig^-/l„(tt), 

so dafs nur noch die Funktion Rn{ti) ZQ bestimmen übrig bleibt. Ziivor will 
ich aber noch die Formeln 

(28.) (ti^-i)P:(fi) = ry^(p^^,(ii) -p_,(ii)), 

j(2n+l)iiP„(ii) = (n+l)P,+,(ti) f nP_,(ti), 
(29.) (2n+l)fiO„(fi) =^ (n+l)a+,(ti) + ii<?_,(ti), 
((211 + 1) IIA« (f/) = (n+l)Ä,^,(fi) + fiÄ_,(ti) 

einschalten, welche sich auf verschiedene Art, unter anderm auch mittelst 
obigen Lemma's beweisen lassen. Setzt man z. B. in (18.) P„(ti) für f(u) 

ein, so beginnt die Entwicklung von («*'— 1)-§^ mit dem Terra _ ^^^+<Mn+A ^ 
Bedenkt man nun, dafs man setzen kann 

(ii^-1)P:(ii) = aP„,.i(ii) + *P„.,(ti) + cP.^3(ii)+..., 

so folgt aus unserm Lemma, dafs auf der rechten Seite alle Coefficienten, mit 
Ausnahme von a und 6, verschwinden. Die Bestimmung der Constanten a und 
b hat keine Schwierigkeiten. — Zur Herleitung der Gleichungen (29.) hat 
man nur (26.) mit u zu mullipliciren, und ganz fibnliche Betrachtungen anzu- 
stellen. Diese Gleichungen stimmen übrigens im Wesentlichen mit denen Ober- 
ein, deren sich Gaufs in den artt. 17. und 18. seiner Abhandlung bedient. 
Differentiirt man die Gleichung (28), so folgt wegen (19.) 

PU.{u)-PU{u) = (2n+l)P,(ti), 
also auch 

P„'.i(ti)-Pi^(ti) = (2n-3)P,.a(ti), 

u. s. f. 9 woraus durch Addition 

(30.) P:+x(«) = (2ii+l)P,(ti) + (2n-3)P„^,(tt) + (2ii-7)P„^(ii)4.... 

folgt. Vermöge dieser Formel geht die Gleichung (24.) in folgende aber: 

(310 |^((«'_l)4^)-«(«+l)ü 

+ 4{(2»-l)/'„.,+ (2«-5)P,.,+ c2n-9)P,.s-i-...} = 0. 

9» 
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Um nun a&ur Bestimmung von /i„(ti) fiberzugehen, bemerke man, dafs die 
Gleichung (26.) durch Aenderung des Vorzeichens von u und nachfolgende 
Multiplication mit ( — 1)''"^ folgende Grestalt annimmt: 

woraus durch Vergleichung mit (26.) il„ (— «) = (— 1 )'-»il, («) folgt. Da 
somit Rn(V) n<ir die Potenzen «"'^ «"~^ ti"'' etc. enthalten iiann, so bat es 
die Form 

Setzt man dies in (31.) fflr U ein, so folgt: 

= «,[(ii-l)n-n(n+l)]P„_/+fl3r(»-3)(n-2),-«(n-fl)]P„_, 

+ 4(2n-l)P„_. +4(2n-5)P„_3 

-l-«,[(»-5)(«-6)-«(n+l)]P,_54.... 

+ 4(2n-9)P„_s +..., 

und hieraus 

o 2n— 1 ' „ 2n— 5 „ 2n— 9 

''' = 2-^-;^-, a3 = 2 3^^_^^ , «, = 2^^;^-^, u. s. w. 

Damit sind die verlangten Funktionen f, fii, fi ToIlslSjidig bestimmt; 
es ist nämlich: 

r, («) = R„ (tl) = 2 \^P.-^ («) + ^=Tj P„_, (tt) 

/i(«)= ö-(«)= P-(«)ig^-Ä„(«)=^^4^ 

Den allgemeinen Ausdruck der Funktion Pn{V) hat Gaufs in seiner Abhand- 
lung gegeben, doch rfihrt die elegante, obenstehende Form derselben von 
Jacobi her. Auch findet man bei Gaufs den Ausdruck von Qn{V) sowohl . 
in Form einer hypergeometrischen Reihe, wie in seiner Reduction auf einen 
algebraischen und einen transcendenten Theil. 

Obgleich auf diese Weise die Coefficienten in der Gleichung (6.) ex- 
pllcite dargestellt sind, so giebt es doch mit RQcksicht darauf, dafs in den 
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Gröfsen 4pr dort fflr u nur solche Werlhe zu substituiren sind, welche f{u) 

verschwinden machen, noch einfachere Darsteliungsweisen für dieselben. Aus 
den Gleichungen 

i^((ti»-l)P,'(tt)) = n(n+l)P,(«), 

i^((ti'-l )«:(«)) = n(n+l)Ä„(«)-4P:(tt) 
folgt dorch Elimination von n(n-fl): 

und hieraus durch theilweise Integration 

(ii^-1)(P„ä:-ä,P:) + 2P,^ = a. 
Für u s= 1 ergiebt sich hieraus n = 2, also ist identisch 

(33.) !i!=ii {p„(ti)Ä: (11) -Ä, (II) p:(tt)}+p,^(^^ = 1, 

mithin fflr alle Werlhe von u, für welche P„ (ii) = ist : 

(34.) i=^P:(ti)Ä,(tt) = 1. 
Daraus folgt für die nämlichen Werthe von u: 



(35.) 4& == ^^ = ^^^QR^wy 



fW Pn(u) 2 ^ -wy (1 - u«) (Pi (u))* 

Die erste dieser Darstellungen ist von Gaufs gegeben; die zweite dagegen 

hat den Vorzug, dafs sie die Berechnung der Coefficienten ^^r\ blofs von 

der Funktion Pn(ti) abhängig macht, deren numerischer Werlh bei der Auf- 
lösung der Gleichung Pn(t^)=0 gleichzeitig mit der Wurzel u bestimmt wird. 

Sind ai, eis, ••• ^n die Wurzeln der Gleichung P„(ti) = 0, so ist 
(36.) Pn{u) = i\\z.!'.^ (u — a,)(u^a,)...{u — a,), 

folglich nach der zweiten Darstellungsweise 

^/ 1.2.3:.,n Y 
VI. 3. 5.. .2/1—1/ 



(37.) ^*(^*^ 



f K) (l-aj(l+a,)[(a,-a,)(a,-a,).. . (a,— a„)]* ' 

90 dala sämmtliche Coefficienten in einfache, leicht zu bildende Faktoren zer- 
legt sind. Ich bemerke noch folgende Formeln, welche sich unter der Vor- 



70 ^« Christoffel, die Gaufsische Quadratur und deren Verallgemeinerung. 

ausselzung, dafs P„(ii) = sei, aus (28.) and (29.) leicht ergeben: 

(38.) (l_ii^)P/.(t/) = nP„,,{u) = _(n-f-l)P„^,(ii), 

Diese AusdrOcke treten dorch Auflösung in lineare Faktoren in eine interessante 
Beziehung zum Produkte 

Dies vorangeschicki haben wir das Resultat, dafs, wenn F{x) eine 
rationale ganze Funktion von x ist, welche den (2»— l)**"" Grad nicht flber- 
schreitet, man die streng richtige Gleichung hat 

(40.) / F(x) Bs = ^ F(«.) + ^^ F(«,) + . . . -f ^'-^ F(a„}. 

•1, Pnt^^i) Pn{a^) Pn{an) 

LSlst sich ferner Jt^^x) in eine nach positiven ganzen Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe entwickeln, welche für alle zwischen — 1 und 1 liegenden 
VVerthe von x so stark convergirt, dafs man die Reihe, ohne ihren Werth 
merklich zu ändern, auf ihre 2n ersten Glieder reduciren kann, so gilt die 
Formel (40.) wieder ohne merklichen Fehler. Dasselbe gilt, wenn mau ver- 
möge der besondern Beschaffenheit von t^ix) alle auf das 2/1*'' folgenden 
Glieder in den sogenannten Rest der Reihe vereinigen mufs, wofern nur 
dieser Rest gegen t\x) vernachlässigt werden darf. 

Um hiervon eine Anwendung zu geben, werde ich die Interpolations- 
formel (2.) fflr den Fall, wo die Gröfsen a^^ a^^ ... a„ die Wurzeln der 
Gleichung P„(ti):^=0 sind, in eine andere Form bringen. Ich erinnere zu 
dem Zwecke an die bekannten Formeln 

/'p^{x)P,(x)dx^O, /P.(^)P.(^)ö^ =25^, 

von denen sich die erslere aus der Betrachtung des Produktes PmWQm+p{^) 
unter Anwendung der Gleichung (14.) leicht ergiebt. — Ist nun /i'\'r<C2n 
und auch 2y<Z2n, so mufs man mittelst der Formel (40.) den genauen Werth 
4iieser Integrale erhalten, und es ist somit 

(41.) 2P^{a)PAa)^^ = 

Pn{a) 

(42.) 2P,{a)P,ia)^ 



wo die Summen sich auf die Werlbe n = a, , Oj , ... a„ beziehen. Will man 
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jelzl die Funktion i^^(^) durch eine Funktion f{x) vom (w — ly**^ Grade er- 
setzen, welche mit ihr fQr die Werthe x = ai^ a2^ . . . a„ übereinstimmen soll, 
so kann man setzen 

und hat zur Bestimmung der Coefficienlen ß, ßi^ ... ß^^i die Gleiohongen 

F(a,) = /3Po(«i) + /?iPi(ai) + /?2P2(fli)+-- + Ä.iP^i(iii) 

« 

/'>») = /?i'..(«,)+ÄPi(«.)+/^^''*(«.)+-+Ä-.^-i(«.)- 

Multiplicirt man diese der Reihe nach mit 

ond addirt, so fallen wegen (41.) alle ß weg, deren Index von v verschieden 

2 
ist: da hingegen nach (42.) der Coefficient von ßy gleich ^ . ist, so folgt 

ß^ = !r±l^F(«)P.(a)^, 

wo die Summe wie oben zu interpretiren ist. Die so bestimmte Funktion f{x) 
ist mit der durch die Gleichung (2.) definirten (p{x) identisch, da beides 
rationale ganze Funktionen {n—\T Grades sind, welche fQr n Werthe von 
X mit einander fibereinstimmen. Es ist also 

(43.) <p{x) =T'^P,(x):SF(a)P,(a)?^. 

Ist F(jx) eine ganze Funktion (it— ly""" Grades, so fallt diese Formel mit der 
bekannten Entwicklung zusammen. Setzt man z. B. F{x) = ^ _ "^^ , 

so ist <pix) = F{x), ferner F(aJ = ^^, mithin 



' " 2 '^J^ y—apl(u) 



2»+l 






2 

In diesem Ausdrucke ist die erste Summe gleich A.(y); die andere kann, da 
riy)— y{^) gjjjg ganze Funktion von x ist, welche den 2n'*» Grad nicht 

erreicht, nach (40.) durch das Integral y" ^''^^^~J''^''^ 8a? = R,(y) ersetzt 
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werden. Folglich ist 

ß^ = ^(P.(r)B.(y)-/^«(y)Ä.(y)) 

und 

Setzt man hier tx und ty statt x und y, so überzeugt man sich leicht, 
dafs ßy höchstens vom {n — v—\y Grade sein kann. 

Die erzeugende Funktion der Ausdrücke 

n^ = P„(ii)Ä.+«(w)-Pl+«(ti)Ä«(ii), 

nSmlicb v^=JSn^x'^, genagt der Differentialgleichung 

[\ — 2ux'\'X')^^'\'{x — u)afv = 2x\ 

wie man «durch Substitution der Reihe für v mittelst (29.) leicht verifizirt; 

und es findet sich 

jc^dx 



jr*Wl— 2uj:4-a:') J 1^(1— 



JT-i^d— :»m^4-j:*) . 



y(l— 2uj:+ j:') */ V'a— 2ujr-fx*) 
Daraus ergiebt sich 

TT — ^^ Psiu)P^(n) 

i^m+l — ^f n + s+i ' 

also wenn v<Cti.* 

wodurch die oben nachgewiesene Reduktion bewerkstelligt ist. 

Eine interessantere, auch in der Folge nützliche Anwendung von (43.) 
ist folgende. Setzt man in dieser Formel 

^ ^ 2 X — y ' 

80 erhfilt man wieder (p{x) = F{x)^ da letztere Funktion in Bezug auf x 
ganz und vom {n—Vf^'' Grade ist. Es ist aber 



folglich 






2 2 y-a p'^^a) 

Aas (38.) und (34.) folgt weiter 
(l-a»)P:(«) = nP._,(«), (l~a')P:(a)il.(a) = nP_,(fl)Ä.(a) = 2, 




^. Chrisioffel, die Gaufsisehe Quadratur und deren Verallgemeinerung. 73 
mitbin 

Es ist daher identisch 

(,,_j . . P.WP^,(,)-P.WP^.(x) _ ■^. ?^ p^ (,, p^ ( ^), 

wie man auch durch Multiplication mit x — y und Anwendung von (29.) 
yerificiren kann. 

8. 

Sei jetzt 9 um zu dem in 1. angedeuteten allgemeinen Falle fiberzu- 
gehen, f(u) eine Funktion vom (m^-^)^^'' Grade, welche die Eigenschaft hat, 

dafs aus der Entwicklung von f(^)^g^^^ die Terme — ? — ? ••• ;^ weg- 
fallen, nnd sei wie frflher 

(1.) f,^u)=^-ß^=mas, 

seien ferner iii, 1I2, ... a.^.» die Wurzeln der Gleichung /"(«) = 0, so giebt 
der Ausdruck 

(2.) n = 1f"A^F(«j 

im Allgemeinen einen genäherten Werth des Integrals / F{x)dx, wAhrend 

er diesen Werth genau darstellt, so oft F(x) eine ganze Funktion ist, welche 
den (2m-|-n— 1)*~ Grad nicht fibersteigt. 

Zur Bestimmung der Funktion f{u) bietet sich zunAchst ein Weg dar 
durch die Gleichungen 1. (14.), (15.), denen zufolge die erwAhnte Eigen- 
schaft von f{u) durch die Gleichungen 

(3.) J^f{x)dx=^0, y*V(a?)a?öa? = 0, . . . ff{x)ar''^dx = 

bedingt wird. 

Da diese Gleichungen nach dem in art« 2 Eingangs Bemerkten von 
einander unabhängig sind, so lassen sich aus ihnen m Coefficienten von f{u) 
durch die äbrigen (n-fl) ausdrficken. Gehl man also auf die Wurzeln von 
f{u) zurück, so sind durch die Gleichungen (3.) m dieser Wurzeln durch 
die fibrigen n auf eine einzige Weise bestimmt; letztere dagegen bleiben 
vollkommen willkflrlich. Genau gesprochen besteht also die vorliegende Auf- 
gabe darin, dafs man diejenige Funktion f{u) vom (n-f i^/*'' Grade bestimmen 

JooxDAl für Matheinfttik Bd. LV. Heft 1. lO 
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soll, welche den Gleichungen (3.) Genüge leistet, und für gegebene n Werthe 
von u verschwindet Zugleich ist ersichtlich, dafs diese Aufgabe stets eine, 
und nur eine einzige Lösung zulafst. 

Gegenwärtige Methode gewährt demnach die Möglichkeil, bei der an- 
genährten Integration einer gegebenen Funktion alle Vortheile zu vereinigen, 
welche einerseits aus der Berücksichtigung des numerischen Verlaufs dieser 
Funktion, und andererseits aus der Anwendung der 6rati/Mschen Methode ent- 
springen können. Man wird nämlich jene n willkürlichen Wurzeln so wählen, 
dafs für sie die Funktion F{x) besonders einfache, oder auch solche Werthe 
annimmt, von denen ein grofser Einflufs auf den Werlh des gesuchten Inte- 
grals zu erwarten ist. 

Man kann aber auch in den Fall kommen, dafs der analytische Aus- 
druck von F{x) unbekannt ist, während die Werthe F{a,), F{(h),... F(aJ 
beispielsweise durch Beobachtungen bestimmt worden sind. Kann man es 
alsdann dahin bringen, auch noch die Werthe von F{x) für die übrigen Wur- 
zeln der Gleichung f{x) = zu bestimmen, so gewährt die Formel (2.), 
abgesehen von den Beobachtungsfehlern, einen höhern Grad von Genauigkeit, 
bIs sich mit jenen n und irgend welchen andern m Zwischenwerthen im All- 
gemeinen würde erreichen lassen. 

Seien also Oi, 02, ... a^ die gegebenen Wurzeln von f{x)^ und 
(4.) y = (x — ai)(^x — a2)...(x — an)^ 
so kann man setzen 

(6.) ri^) = y(^.x-+j:a:-»+--+^l"'). 
Setzt man ferner 

(6.) f'yx'dx = T., 
—1 
so geben die Gleichungen (3.) in folgende Ober: 

= J.F„^,+^/.r,+ ...+jrF, 



= J.F,_x+^:F,«-2+---^l"'y-i, 
und bieraus ergiebt sich, wenn yi, /j, ... y„ die Werthe von y für 
x = Xi, X2, ..- x^ Torstellen, und man von einem constanten Faktor absieht 

(7.) f{x) = yy'^''^yiy2...y»(.x—Xi)(X'-x2)...{x—xj 

MÄ\Xj^^ *^2) • • • «Pg» ) * 1 X2 • • • «E^ C/Xi 0X2 • • • OXfnf 
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wo /r(a?i, j?2, ...ar«) = (a?2 — a?i)(a73— a?,)(:r3 — aTj)... ist. Ist fi, tj, ... i^ 
irgend eine Permatation der Zahlen 1, 2, ... m^ so ist dies auch gleich 

Bringt man aber in 77 die Indices wieder in die frühere Ordnung, so erhfilt 
jp?^, x\^^ ... x^^ dasselbe Vorzeichen, welches es in der Determinante 

Js!i T^ OCi^ X2 • • • X^ ^ ■ /y \X\ , •F2 9 • • • *^« / 

bat. Folglich ist anch 

(8.) r(»i+t)/(j:) 

—1 
Dies ist der allgemeine Aosdrnck der Fanktion f{x)^ nnd es steht seiner 
Anwendung nichts im Wege, als die zahlreichen nnd unbeqaemen Integratio-^ 
nen, welche er involvirt. Ich werde daher fflr einige besondere Ffille seine 
entwickelte Form hersetzen. Es ist für 

01 = f{x) = y 

»,= 1 f{x)^y{xYo-Y,} 

w = 2 /•(a?) = y{a?'[I7-ror,]-ar[r,ra-ror,]+[I?-yiF,]} 

(9.) ^», = 3 f{x)=.y{a^\Yl-Yjr,Y,^Y^Y,-Y,Yjr,-\-YiY,-Y^Yjr,-i 

-x^iY^Y,^ F,I?+ Y,Y,Y,- Yjr,Y,^YlY,- FoF.FJ 
+ a?[FoF?-FoF,F,+ F,F,F5-F;F,F«+F,I?-F,'FJ 
-[Y^-Y,Y,Y,^Yjn-Y,Y,Y,J^YiY,-Yjr,Y,^} 

etc. etc. 

Fflr gewisse Anwendungen ist es nöthig, die Gleichnng (2.) in eine 
andere Form zu bringen. Sei 

y = (a? — fli) (j? — o,) . . . (a? — «,) = A(x), 
f{x) = yB{x) = yA^{x — hi){x—bi)...{x—bJ^ 

so dafs die Gröfsen 61, ij? ••• ^» mit den früher dnrch «1,^.1, ««^.2, ... ««.f« 
bezeichneten zusammenfallen. Sei ferner 

(10.) ^(.) = ^^^, 
n 1 "i .„r^\ — y ''(•) A{x)B{x) , F{b) A{x) Bjx) 

so ist die rechte Seite von (2.) nichts anderes als das von x = — \ bis 

10» 
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x = i genommene Integral von V^(^). Man kann aber diese Funktion ancti 

in die Form 

ri2^ w(x) — iL(x^ I ^' ^^W-yW A(x)B(x) 
U^.) V^W — yW-t--i A{b)B{b) x-b 

bringen, indem beide Ausdrücke fflr a? = ai, Oj, ... a^, ii, K^ ... b^ mit 
F{x) abereinstimmen, und somit als Funktionen des (n-f>n— 1/*" Grades 
identisch sein müssen. Dies festgestellt, erbalten wir statt der Gleichung (2.) 
folgende : 

rn^ n — ^:^Frfl^4-jrfflzJ5^ p A(x)B{x) ^ 

C130 ^^ — ^:^(^^wr^ ji^i,^B'(b)J x-b ^^^ 

welche für die Anwendung gegenwärtiger Methode einen neuen Gesichtspunkt 
darbietet. Betrachtet man nfimlich 

als erste Annäherung an den Werth von / F{x)dx, so stellt sich der Ausdruck 

als die Correction dar, welche man an jener anzubringen hat, um einen ge- 
nauem Werth zu erhalten. 

So aufgefafst kommt also unsere Methode darauf hinaus, die Wurzeln 
hi^ h^^ ... h^ so auszuwählen, dafs die mittelst derselben berechnete Cor- 
rection J eine höliere Genauigkeit erreicht, als sich im Allgemeinen mittelst 
irgend welcher anderer m Wurzeln würde erzielen lassen. 

Ist A«*^ der bei der Integration von x* begangene Fehler, so hat man 

nach arl.1 Ai~^ = Äi"^ = ... = Ä<:!^, = 0, 

also 

Aus (7.) folgt aber weiter, dafs 

Parf{x)dx 

= / ^1X2 • • • y«+l " (^1 , ^2 » • • • ^m-f 1) ^1^2 •• • ^m-i-l Ö^I 0X2 . • . VXn^i 
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der Coef&cient der höchsten Potenz von x in 

r/'^"*'^'Vir2---ym+i(a?— ^i)(a?— a?2)...(j?— a?«+o 

also nach der Bezeichnung der Formel (5.) gleich A^j^i ist. Folglich hat 
man allgemein 






Am 



also z. B. 



'•m 



Äi") 



■*0^ ^11 



Y ¥ 
F Y 



»+a 



^+4 



Y Y Y 

*t ■*! -*e 

r r r 

F r r 

'4 ■■s -*! 



F F 

F F 



etc. 



4. 



Obgleich die Entwicklangen des vorigen art. für alle in der Praxis 
vorkommenden Fälle ausreichen dürften, so werde ich doch eine zweite Her- 
leitung derselben nicht Obergehen, da die gesuchten Ausdrücke auf einem 
andern Wege eine vollkommnere Gestalt annehmen. 

Ist f{x) eine ganze Funktion vom (it-fm)**" Grade, so kann man 
stets setzen 

Sollen nun aus der Entwicklung von f(x) Ig ~ . die Terme — , -i, •.. --z 

X — 1 XX x^ 

ausfallen, so sieht man aus den früher entwickelten Eigenschaften der Funktio- 
nen P, dafs f{x) die Funktionen Pq^ Pd •• • P»-i i^>cht enthalten darf, und 
es ist daher der allgemeinste Ausdruck der Funktion {n\mf^'' Grades, welche 
jener Bedingung genügt, dieser: 

f{jC) = ^PH.«(^) + ^iP»4— i(^)+---+^*P.(^). 

Diese Funktion soll ferner für ar = iii, 02, ... n» verschwinden. Wenn man 
daher von einem willkürlichen constanten Faktor absieht, so erhfilt man 

(1.) f{x) = :S'+ P.,^(;r)P.+_x(ai)P.+.^(fl.) . • • P^ifl:), 

und es handelt sich darum, diese Determinante durch das Produkt 

{x — a^{x — a^...{x — a;^ 

wirklich zu dividiren. Für ii = l gelingt dies mittelst der Formel (44.) 
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art 2. Setzt man nämlich dort m-f 1 statt n und a^ statt y, so ergiebt sich 

ro ^ Pn^i(x)Pn.(a,)-P^{x)V^^^{a,) _ 2 2m+l ~ 2^+1 ^ p 

1^0 ^^z:^ — 2^;rfr*'^r , ~2" ^^ w^r^^i;. 

Ich werde jetzt einen HQlfssatz beibringen, durch welchen man von vorstehen- 
der Formel zur Division der Gleichung (1.) durch den Ausdruck 

{x — ai)(a? — Oj) . . . (j?— flj 
gelangen kann. 

Bezeichnet man die in (1.) rechts stehende Determinante durch J, so 
bilde man die Funktion 

^ '^ (JF— «,)(x— ag)...(jr — a«) » (ar — ii3)...(j:— ö»)(j:— aj ' 

also 

NoD ist nach den bekannten Eigenschaften der Determinanten 

mithin vorstehendes gleich 

Transformirt man hier die Faktoren der Parlialdeterminanten mittelst der 
Formel (29. art. 2) 

SO zerstören sich alle Glieder, welche Faktoren von der Form 

n-]rfn — 1 ^ f^.\ 
2n+2m-l ^-+-2 W 

erhalten, und dieser Ausdruck ergiebt sich gleich 
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Daraas folgt die Formel 

^ •-' {x—ay){x—a^\,..(x—an) »+m 

Da die partiellen Determinanten ^^-ü — -r—. von derselben Art wie J selber. 

aber eine Ordnung niedriger sind, so reducirt sich darch (4.) die Herstellung 
des Quotienten zur Linken auf die von n andern Quotienten derselben Gat- 
tung, in denen Zähler und Nenner um eine Ordnung niedriger sind. 

Mittelst der Formeln (2.) und (4.) erhält man 

^± Pm^2 (jt) f ..-h (a, )Pm(a^) 
{x—a^){x~a^) 

^ 2m+3 ip .. 2±Pn.+x(x)F„,ia,) p . . I!+P^^iMP„,(a,) \ 

— 2m4-l m+l.m+2 f—2-^rW'^±*'m+i{at)i',{a,). 

Ebenso ergiebl sich 

^±/',+3(x)f„+2(a.)f,.n(a.)P,(o.) 
(.r — o, ) (j; — aj (jr— o,) 

_2m-l-5(p ,^^ ■g±f■,+^(x)f,^■lK)f„(a.) , „ , _ ^ ^±f «h-^ (s)Pm+i («,)/*«(«. ) 
— -^rpTr -+»^*''^ (x-«.)(x-a.) i-^-+H«i; (x-a,)(x-a,) 

Man kann auf diese Weise fortfahren, und es hat nicht die geringste 
Schwierigkeit, durch Induktion folgende allgemeine Formel nachzuweisen: 

(5.) n^) = -2'± P.+.(a^)P»+.-i(flx) . . . P«(«.) X 

2 2m +1.2OT-{-3...2m4-2«— 1 ,^ ., . . 

= -SSTFr- m+l.m+2...m+» {^v - a,Xx - a,) . . . (x -- a^) 

^ 

Es ergiebt sieb ferner unter Beibehaltung der fröhern Bezeichnung 

ifi {x) = 2+ ß„^, (X) P«+..i (fl,) . . . P. (a J , 

welche Determinanten durch Permutation der an den Funktionalzeichen be- 
findlichen Indices zu bilden sind. 
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Setzt man zur Abkärzung 

so erhält man fflr den bei der Integration von j?^*""^" begangenen Fehler Mm+n^ 
welcher mit dem in art. 3 bestimmten identisch sein mafs, in folgender Weise 
einen neuen Ausdruck. Da nämlich nach art. 1 

*2m+» I ^WiM:! I /«W 

\ «,2m+i»+2 I 



^2m+n+l r ||2m+i»+2 I ^^,|J 

ist, so folgt, dafs Mm+n die GrSnze ist, welcher sich 



mit wachsendem u nähert. Man erhält 



a^x) 



1<J «a»+» — 2in+l*1.3...2i»— i* 1.3...2m+2/»— i ' Bf(x) 

(>v^ 2 1.2.. .in 1.2...iii-j-fi %»-|.i 

~^^ 2iw-fri.3...2m— 1* 1.3...2m+2«-l 'IT* 

Bezeichnet man den CoefGcienten von x* in P,(^), nflmlich ' ''' 

durch Y^, und setzt vorstehenden Ausdruck dem in art. 3 gefundenen gleich, 
so folgt: 

jjm+i 2(--i)»_ a^+i 

-^« (2iw-fl)ymy«+« Sil» ' 

mithin 

^ (-l)-»2- 1 !U 



.j i.2...2m— 1 yo^i'-y—i-y-ym+i- •y«+»-i *o 

Es ist femer Ao^=\^ und wie sich leicht findet 

%, = (—1 )**^"-' Vo^l • • • y«.-! ^(«1 , «2 , . . . flj , 

folglich 

(8.) a« = 2*^ yoyi*-'yi»«yoyi"Ti»+n-i^(gi^fl25»->gi>)4»> 

Setzt man in diese Gleichung die Ausdrücke fOr 9« und i .2 . ,.mA^ ein, 
indem man letztern aus art. 3 (8.) entnimmt, so folgt 

(— l)Jit(2«+i.-l) 
*= 2=^ yo^l • • • ym-yo^l . . . /m+n-l ^(Äx, 02,... äJ 



— 1 
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Dehnt man diese Formel auf it-f-1 Argumente x, Ox^ ... a^ aus, so ergiebt sich 

(9.) -r+P.+«(a?)P.^..,(ax) . . . P«(«.) 

wodurch der Zusammenhang zwischen den Formeln des gegenwärtigen und 
des vorigen art. dargelegt ist. 

Ich werde jetzt noch einen dritten Ausdruck fOr f{x) herleiten, der 
ebenfafls eigenthflmlicher Natur ist. Integrirt man die Gleichung (1.) mmal 
hinter einander nach x von — 1 bis x, ebenso mmal nach Hi, Ha, • • • a» von 
— 1 bis Hl, —1 bis 02, . • . — 1 bis a^, und wendet dann in jedem Term 
der Determinante den Jocoftiseben Satz 

an, so erhftU man 

= ^±/''-'P.+,(«)öW*"'wp^,_.(a,)öflr.. ./''"'-'P.(«.)afl: 
_i -1 -1 

_ r(i)r(2)...r(n+i) r.^ .w^ .. df^i^r 

^± p^:ii («) i^:l. («i) . . . ^1"' («.) . 

In dieser Determinante kann man aber zufolge eines bekannten Satzes alle 
Elemente auf ihren ersten Term reduciren. Schreibt man darauf die gemein- 
samen Faktoren aller Elemente derselben Vertikalreihen heraus , so ergiebt 
sich vorstehendes 

= c[(a?'-l)(«l-l) . . . (<^-l)r•^±lt"«J-^ . . flS 
= c[(a:'-l)(<^~l)...(i^-l)]-/7(«., «.-.,... a„x), 
wo zur Abkflrzung gesetzt ist 

1 (2in).(2m+2),(2m+4), . . . (2m+2n). 

* — [2"r(m+ !)]•+» «». (m+1), («+2), . . . (m-\-n). ' 

und fi, wie Oblich den Coefficienten von x" in der Entwicklung von (i-\-xy 
bezeichnet. Es ist demnach auch 

(10.) 2± P^ (ar)P.+..,(aO . . . P.(fl.) 
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oder wenn man 

setzt : 

(12.) -^±P™+,(^)P.+*-i(«.). . . P„(a,) = c ^'^jj^*^ - 

Isl nQB der Ausdrnck F reell oder so beschaffen, dafs er durch Multi- 
plicatiou mit einer constanten Gröfse reell gemacht werden kann, so schliefst 
man aus dieser Gleichung nach bekannten Methoden, dafs zum Mindesten m 
Wurzeln der Gleichung f{x) = reell und zwischen den Gränzen — 1 und 
-f- 1 gelegen sein miQssen. Sind also z. B. die gegebenen n Wurzeln 
a^^ Ox, ... a» reell und aufserhalb jener Gränzen belegen, so mässen die 
flbrigen m Wurzeln echte Bräche sein. — Sind ferner alle Wurzeln der Glei- 
chung K=:0 reell, so sind es auch alle Wurzeln der Gleichung /*(j7) = 0, 
und die Anzahl der aufserhalb der Gränzen —1 und 1 liegenden Wurzeln 
ist in beiden dieselbe. 

Hieraus ist es ersichtlich, dafs man gegenwärtiges Verfahren zur an- 
genäherten Integration von F{x) mit grofsem Yortheil z. B. dann wird an- 
wenden können, wenn sich F{x) für n bestimmte, aufserhalb des Integrations- 
itttervalls, und fQr beliebig viele innerhalb desselben • willkQrlich vertheilte 
Werthe von x annähernd oder genau ermitteln läfst*). 



*) Während die vorstehende Abhandlung des Herrn Chrisioffel bereits dem Druck 
übergebeh war/'lam der Redaktion dieser Zeitschrift eine von Herrn C Gustav Bauer 
in Hünchen verfafste und als Habililationsschrirt besonders herausgegebene Abhandlung 
,,Von den Integralen gewisser Differentialgleichungen, welche in der Theorie der An* 
Ziehung vorkommen" durch die 'Güte des Herrn Verfassers zu. Von den Laplacesclken 
Kugelfunktionen ausgehend bescliäftigt sich dieselbe mit den nämlichen Funktionen P, 
Q, Rj welche in der Christoffeischen Arbeit eine so wesentliche Rolle spielen, und in 
einem Anhang enthält sie die Anwendung jener Funktionen auf die 6aM/'.9iscbe mecha- 
nische Quadratur. Bei so naber Berührung des Gegenstandes der Untersuchung konnte 
es nicht fehlen, dafs die beiden gelehrten Herrn Verfasser, trotz der Verschiedenheit ihrer 
Ausgangspunkte und Methoden, doch in einigen ihrer Ergebnisse zusammentrafen. Zu 
diesen gehört die schöne in Gleichung (32.), pag. 68 enthalte Entwicklung der Funktio- 
nen Rß welche indessen Herr Christoffel bereits in seiner 1856 hier erschienenen In- 
augural* Dissertation „De motu permanenli electricitatis" psg. 53 veröffentlicht hat 

B. 
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6. 
Zu den Doppeltangenten der Curven 4ter Ordnung. 

(Von Herrn 0. Hesse zu Heidelberg.) 



In der Abhandlang ;,äber die Doppeltangenten der Carven 4*^" Ord- 
nung'' Bd. 49 liest man p. 334 und p. 326 die Sfilze: 

^Es giebt 1008 verschiedene Curven 3^^' Ordnung, welche durch 
^die Berflhrungspunkle von 6 Doppellangenten einer Curve 4*^' Ordnung 
^hindurchgehen, unter denen nicht 3 Doppeltangenten enthalten sind, 
^deren Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen.'' 

^Es giebt 5040 verschiedene Curven 3*^'' Ordnung, welche durch 
^die Berührungspunkte von 6 Doppeltangenten einer Curve 4*^' Ordnung 
^hindurchgehen. Durch die 12 Berührungspunkte dieser 6 Doppeltan* 
^genten lassen sich 4 Paare Kegelschnitte legen. • . •" 

Diese beiden Sätze widersprechen dem jS'/^Jn^r'schen Satze desselben 
Bandes p. 270 keinesweges, welcher also lautet: 

^Unter den 28 Doppeltangenten einer Curve 4**" Grades giebt es, 
^im Allgemeinen, 6048 mal 6 solche, deren 12 Berührungspunkte zu- 
^sammen in irgend einer eigentlichen, nicht in Tbeile zerfallenden, Curve 
»3**'* Grades liegen." 

Denn man erhält die von Steiner gefundene Zahl der genannten Cur- 
ven 3'*' Ordnung, wenn man die in den beiden ersten Sätzen hervorgehobenen 
Zahlen addirt. Diese Uebereinstimmung mag als eine neue Bestätigung der 
auf den verschiedensten Wegen gefundenen Resultate dienen. 

Es ist aber wichtig die beiden Gattungen von 1008 und von 5040 
Curven 3*^"^ Ordnung von einander zu trennen wegen der Folgerungen, die 
sich aus ihnen ziehen lassen, wenn man die Lage der 6 Doppeltangenten 
näher in's Auge fafst, welche ihnen entsprechen. 

Ich werde im Folgenden die Betrachtungen in Kürze andeuten, welche 
auf die genannten beiden Gattungen Curven 3^*' Ordnung führen, um daraus 
neue Sätze über die Lage der Doppeltangenten der Curven 4*''' Ordnung zu 
entwickeln. 

11* 
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6. Hesse, Doppeltangenten der Curven 4f*^ Ordnung. 



Wenn man mit J die symmetrische Determinante bezeichnet: 

Wll «12 «13 «14 

«21 «22 «23 «24 

«31 «32 «33 «34 

«41 «42 «43 «44 

in welchen ««a = «ji«9 so stellt unter der Voranssetznng, dafs die Componen- 
ten u^i dieser Determinante lineare Ausdrücke seien der yariabehl Coordina- 
ten eines Punktes in der Ebene, die Gleichung: 

J = 
eine beliebige Curve 4*''' Ordnung dar. 

Diese Gleichungsform der Curven 4^*' Ordnung ist fOr die Untersuchung 
der Doppeltangenten dieser Curven von grofser Bedeutung. — Die wirkliche 
Zurflckfahrung der Gleichung auf die genannte Form bleibt freilich ein schwie- 
riges und bis jetzt noch nicht gelösetes Problem. — (Das entsprechende 
Problem bei den Curven 3**' Ordnung führt auf das der Wendepunkte und 
ist mit diesen zugleich gelöset Bd. 26 p, 89). Doch lassen sich schon ans 
der genannten Gleichungsform Schlüsse ziehen, die von geometrischem In- 
teresse sind. 

Setzt man nfimlich: 

«11 «12 «13 «14 «1 
«21 «22 «23 «24 «2 
«31 «32 «33 «34 «5 

«41 «42 «43 «44 «4 

€(| Ct2 (X3 €(4 

80 hat man die identische Gleichung: 

JU = ae—ti', 
in welcher ü eine ganze homogene Function des 2^" Grades bedeutet, so- 
wohl in Rücksicht auf die Gröfsen a als auf y und u, Bd. 49 p. 251. 

Aus der Form dieser identischen Gleichung ersiebt man, dafs a = 
die Gleichung einer Curve S'*' Ordnung ist, welche die gegebene Curve 
4^ Ordnung ^ = in jedem Schnittpunkte beider Curven zugleich berührt. 
Ebenso ist 17=0 die Gleichung eines Kegelschnittes, der von der Curve 
a=:0 in jedem Schnittpunkte beider Curven zugleich auch berührt wird, 
wahrend 6 = eine Curve 3*^ Ordnung darstellt, welche durch alle jene 
Berührungspunkte hindurchgeht. 



«U «12 «13 «14 yi 

«21 «22 «23 «24 ^2 

«31 «n Hu II54 ^3 

«41 «42 «43 «44 ^4 

n rt n y« o 



h 



«11 «12 «13 «14 ^ 

«21 «22 ««3 «24 «2 

«31 «32 «33 «34 «3 

«41 «42 «43 «44 ^4 

yi ^2 y3 n 
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Dasselbe, was von der Curve a = 0, ^it auch von der Curve 3'*' 
Ordnung c = 0. 

Jede dieser Curven 3*^' Ordnung a==0 und c=^0 berührt also die 
gegebene Curve ^£=0 in 6 Punkten, und die Curve 3^ Ordnung 6==0 
geht durch diese 12 Berührungspunkte hindurch. 

Die vier willkürlichen Constanten a, deren Verhältnisse in die Glei- 
chung a = eingehen, lassen sich nun so bestimmen, dafs der Ausdruck a 
in drei lineare Factoren Hi Oj a^ zerfällt, so dafs a = ai.a2.(h' In dieser 
Voraussetzung werden ai = 0, a2 = 0, 0^=0 die Gleichungen von dreiDoppei- 
tangenten der Curve 4^'"' Ordnung ^ = 0, weil die in drei gerade Linien 
zerfallende Curve 3^" Ordnung 11 = nicht aufhört die gegebene Curve 4^ 
Ordnung J = in 6 Punkten zu berühren. 

Bestimmt man auch die vier Conslanten y so, dafs c ebenfalls in drei 
lineare Factoren zerfällt c = Ci . Ca • ^3 ? so hat man 6 Doppeltangenten 
^1 9 ^9 ^9 ^19 ^29 ^3 der Curve 4*''' Ordnung ^ = 0, durch deren Berührungs- 
punkte die Curve 3^*' Ordnung 6 = hindurchgeht. Dieses ist eine von den 
1008 Curven 3*^" Ordnung, von denen der oben angegebene erste Satz handelt. 

Da aber jede der Curven 3^''' Ordnung a = und c = auch den 
Kegelschnitt 17=0 in 3 verschiedenen Punkten berührt, so berühren die 
genannten 6 Doppeltangenten einzeln denselben Kegelschnitt, was auch aus 
der identischen Gleichung erhellet: 

Jü = aiO^a^CiC^c^ — ä*. 

Jeder dieser, durch die Berührungspunkte von 6 Doppeltangenlen der 
Curve 4^' Ordnung ^ = gehenden, Curven h = entspricht also ein Kegel- 
schnitt, den die 6 Doppeltangenten berühren. Daher hat man, gestützt auf 
den ersten oben angegebenen Satz, folgenden: 

Unter den 28 Doppeltangenten einer Curve 4'^'' Ordnung gieht es, 
1008 mal, 6 solcher Doppeltangenlen, welche einen Kegelschnitt 
berühren. 

Um zu der zweiten Gattung Curven 3^*' Ordnung zu gelangen, welche 
doreh die Berührungspunkte von 6 Doppeltangenten einer Curve 4*''' Ord- 
nung hindurchgehen, mufs man von einer anderen Gleichungsform der Curven 
4^ Ordnung ausgehen. 
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Setzt man za diesem Zwecbe: 

t#2l 1^22 

and ISfsl tfn, 1^12 = ^21) ^22 beliebig gegebene Ausdrücke zweier Coordinaten 
respective der 1'*^% 2^^° und 3^*' Ordnung bedeuten, so hat man die allgemeine 
Gleichung einer Curve 4*^' Ordnung: 

J = 0. 
— Die Zurfickrahrung der vorigen Gleichungsform der Curven 4*''' Ordnung 
auf diese ist Bd. 49 p. 305 kurz angedeutet worden. — Man hat nun die 
identische Gleichung Bd. 49 p. 305 : 



oder: 



wenn man setzt: 



«11 tt« 


«l «2 


? 


«11 «M «1 


«u «u yt 


— 


«11 «n «1 


«21 «M 


ri r^ 




«ji «J2 «a 


«ai «« ^2 




«il «M «2 








«1 03 


n r» 




?'i y» 



und: 



— a 



u 
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«1 = 0, 



— b 



1X2 



ac — ft^ 



yi 



IW, 



ttea 



= tti2 — t/iii», — c = ti22 — 2wi2 m -}- tiain^ 

Die zuletzt angegebenen Ausdrücke bleiben respective von der 1' , 
2% S^**" Ordnung, wenn man m einen beliebigen linearen Ausdruck der Coor- 
dinaten bedeuten läfst. Ihre geometrische Bedeutung erhellet aus der zuletzt 
angegebenen identischen Gleichung« Es ist nSmlich a = die Gleichung 
einer Doppeltangente der Curve 4*'"' Ordnung J^=0. 6 = ist die Glei- 
chung eines beliebigen Kegelschnittes, welcher durch die Berührungspunkte der 
genannten Doppeltangente hindurchgeht, und c = ist eine Curve 3*^' Ord- 
nung, welche die Curve 4^'''' Ordnung in den übrigen 6 Punkten berührt, in 
welcher der Kegelschnitt die Curve 4*^" Ordnung schneidet. 

Die Gleichung c = repräsentirt ein ganzes System Curven 3^^' Ord- 
nung, welche die Curve 4**' Ordnung ^ = in 6 verschiedenen Punkten 
berühren, weil den 3 in dem linearen Ausdrucke m enthaltenen Constanten 
beliebige Werthe zuertheilt werden können. 

Verändert man nun m in den ebenfalls linearen Ausdruck fn', so gehe 
b in V, c in c' über, und man hat wieder eine identische Gleichung: 

J = ac'- V\ 
die eine gleiche Interpretation als die vorige zuläfst. 
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Zieht man aber diese ideutische Gleichung von der vorhergehenden ab, 
so erhält man die ebenralls identische Gleichung: 

= a(c — c') — (* + *')(* — *0. 
ans welcher ersichtlich ist, dafs a ein Factor von b-\'V oder von b — V ist. 
Da es nun gleichgflltig ist, welche von diesen Gröfsen das Produkt von a 
und einem anderen linearen Factor A ist, so wollen wir setzen b — 6' == aA, 
wodurch aus der vorhergehenden Gleichung Tolgende identische Gleichung 
hervorgeht : 

= {c^&) — A{b'\-V). 

Diese Gleichung liefert den Beweis ^dafs die beiden Curven 3**' Ord- 
nung c = 0, c' = 0, von denen jede die Curve 4'" Ordnung J = in 
6 Funkten berührt, sich gegenseitig in 9 Funkten schneiden, wovon 6 in 
einem Kegelschnitt und die 3 übrigen in einer geraden Linie liegen/' 

Bezeichnet man den Ausdruck S*""' Ordnung c — Ab mit d, so hat man 
nach der letzten identischen Gleichung: 

d = c — Ab = c''\'Ab'f 
daher : 

d' = (c-Ab)(&-]-Ab') 
oder 

c(/—(P == A(bc' — b'C'\'Abb'), 

woraus endlich mit Berücksichtigung der früheren Gleichungen folgende iden- 
tische Gleichung hervorgeht: 

JA^ = cc'— d^. 

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dafs die 12 Funkte, in welchen 
die beiden Curven 3*" Ordnung €? = und i:' = die Curve 4*" Ordnung 
^==0 berühren, auf einer Curve S*""" Ordnung i/=0 liegen. 

Die Ausdrücke c und (^ enthalten aber jeder 3 willkürliche Constan- 
ten, welche respective mit m und m! eingehen. Bestimmt man diese Con- 
stanten nun so, dafs eben so wohl c in das Frodukt von drei linearen Facto- 
ren zerffillt, als c*, so werden aus den beiden Curven i:t=0 und c' = 
6 Doppeltangenten der Curve ^ = 0, durch deren Berührungspunkte eine 
Curve 3^' Ordnung d=^0 hindurchgeht. Dieses ist aber gerade eine von 
den 5040 Curven dritter Ordnung, von denen der zweite oben angegebene 
Satz handelt. Da sich im Allgemeinen die Curven c=0 und c'^=0 in 
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9 Punkten schneiden, von denen 6 in einem Kegelschnitt nnd die 3 anderen 
in einer geraden Linie liegen, so werden auch die 3 Doppeltangenten c = 
die 3 Doppeltangenten c' = in 9 solchen Punkten schneiden. Mit anderen 
Worten, die 6 Doppeltangenten bilden die Seiten eines PascaVschen Sechs- 
eckes. Auf diese Weise entspricht jeder der 5040 Carven 3^' Ordnong ein 
PaacaVsches Sechseck. Man hat demnach den Satz: 

Unter den 28 Doppeltangenten einer Curve 4*^ Ordnung gieht es, 
6040 maly 6 solche Doppettangenten, welche ein PascaFsches Sechs" 
eck bilden. 

Heidelberg, im December 1857. 
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7. 

Demonstration g^ometrique de cette proposition^ que 
tonte fonction eüiptique de premi^re esp^ce peut ^tre 
remplacee par deux fonctions elliptiques de seconde 
espece^ et D6veloppement d^une formnle relative ä 

la rectification de Phyperbole. 

(Par M. C. Kupper ä Treves.) 



I. A Paide d^one coDStruclion geometriqoe de la Substitution de 
Landen, dont Jacobi a fait mention dans une lettre adressee a M. Hermile, 
(vol. 32 pag. 178 de ce Journal) j'ai dömontre aillenrs le theoreme de Fagnano; 
dans ce qui suit j'emploierai cette möine construction, pour en deduire la pro- 
position en qnestion, ainsi qu^une formnle pour Tarc de rhyperboie. 

Sur ie diametre d^un cercle seit pris un 
point fixe O (fig. 1); designons par a, h les 
Segments AO, BO, par p, p^ les Segments va- 
riables PO, FO d^une corde qui passe par O, 
par w, (ot les angles PAB, P'BA, enfin par q> 
Tangle POA. On aura: 



Fig. 1. 



/'+/'' = («+*)yl-(^y«n9^ 



fs 






p = ayl i — sino? 

n est facile de s'assurer que 

dm 

P 
d*oh Von concinra: 

d^ _ äm^dn/ _ dtp 

ce qui est la Substitution de Landen. 

Mais cette öquation peut s^ecrire ainsi: 

p\dfp = {p''\^p)dm\ 

Ott 

(/i'-f/>)rfy + (/>'— /?)rfy = 2p'd(o''\'2pdQ)', 

Jonnul fOr MathematUc Bd. LT. Heft 1. 12 




(1.) 



I 9 
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or 
doDc: 



p.p 



a.b, />' — p = (fl — 6) cos 9^ 



2ab 



(p'-{ p)d(p-\-{a— t) cos (p.dcp = 2/>\rfco'-] — ^do)'. 



£n substituant pour p'-^-p et p' leurs valeurs, on trouve par Integration: 



(^ + *l/^ V^ ~ C^+t) ^*" ^' • ^^^ + ^^ ~ *^ ^^'^ ^ 



*/ 



Divisons par a-\-b, et posons 






= Ä, 



«•-*' 



4A 



(*+*) 



k'* 



il vient: 

(2.) E(k,q))-\-kain(p = (i-\-k)E(k',o}')-{-{i—k)F(k:,u/). 

L'equation (1.) donoe: 



(3.) F(Ä', o)') 



i+h 



2 *'(*,«iP). 

DoDc, en rempla9ant F{k',(o') dans (3.) par cette valear, on a: 

(40 E{k,<p)-\-ks\nip = {t-\-k)E{k!,a,')^\{\^k^)F{k,q>). 

II. En prenant (fig. 2.) O snr le prolongemenl de AB, et posant 
AB=2a, OM^c, OA=c-a, OÄ = c-fa, LMBP^m, LMAP'—m', 
l^AOP'^yj, OP = p, OP' = p', OR aura 

p' = («+«)]A^ 



4ac 



(c+a) 



vsinco'% 



Fig. 2. 
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et en y metiant k au Heu de — . 

4ac 4Ä -,, 



(c+ay — (1 + *) 



p' = c(l+Ä)]/l-Ä''sincü'\ 
On a encore 

Puis 

— I-^ = c.cosv, p.p^ =ic^—(]^^ iff=:ü}*—(o, tgco'rfgo) = c4-fl:<? — ö. 
Et comme 

</ft>' dw rfw' — (iai difj dvf 

il s'ensnit, que 

De 1&, en int^grant de part et d'aulre, ob tire 

(5.) f^^yfe-sinyj^dyj-^siny^ = (l + Ar)jB(A^ ai') -(! — *) F(Ä', w'). 

Les amplitudes tp et o)' sont liees par requalion 

^^ »SV «'y l+|go)lgw' c+acos2ey 1 , 

Transformons les fonctions E{V,w')^ F(k\w') a Taide des formules (2,3), 
et il resulte: 



Mais a cause de 

sin 2a»' ^ sin2tfa' 

-T-+cos2ir 

d'oü 

cette equation revient a: 

(6-) n iie-smyi'd^p = E{k, y) — (t — A") F(*, y) . 

Maintenanl, pour avoir une expression de r^Iement d'un arc d'Ellipse 
ou d^HyperboIe, je loe rapporte a la description connue de ces coniques par 

12* 
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Fig. 3. 




]e cöte d^an angle droit, dont le sommet parcourt la circonrerence da cercle, 
decrit sur Taxe AB = 2a comroe diametre, et dont Tautre cAte passe con- 
stamment par le foyer de la conique. 

Seit (fig. 2. et 3.) OPQ l'angle mobile, C le 
point de contact sur la coniqae, dont O, O' sont 
les foyers; da point M je mene a la tangente 
QP, qui est le prolongement de Tel^ment ds, la 
perpendiculaire ilf jK'= r^ alors Vaugle KMA=^^ 
sera egal a Pangle qae la normale au point C 
forme avecTaxe AB^ Tangie KMP=(p sera dana 
Tellipse (fig. 3.) la^moitie de Tangle OCO' form« 
par les rayons vecteurs do point C, et dans 
THyperboIe (fig. 2.) Tangle JOfP sera le com- 
plement de la moitie de Tangle OC(y. Nommant c rexcentricite de la conique, 
le triangle OT(y (oä CT=^CO) donne entre les angles 9 et t^ la relation: 

sin <p:sintp = c:a. 
Soit CK' ce qae devient la projection CK du rayon COf sur la 
tangente, lorsque rp devient rp-\-dyj, nous aurons evidemment 

(fig. 3. dans Tellipse) CK' ==CK—CC'-\-KK' = CK—ds-\'r.dip, et 

(fig.2. dans rhyperbole) CK'=CK'\^CC']-KK' ^CK^ds^r.dy^. 

Mais r=^acos€p, par consequent fa Variation de la longueur CK sera 
donnee dans ces denx cas respectivement par 

— ds-^-a. cos q>.dy;^ et ds-^-a.cosip.dtfß. 

En integrant entre les limites et yj, on troave donc pour Tellipse 

(7.) CK+s = a 



al cos tp . dy/j 



ou d'apres la relation ötablie entre 9) et v^: 

CK\s == aj^ j/l - ^ sin y^ . dxp, 

ce qui dömontre de nouveaa le theoreme de Fagnano. 
Qoant a Thyperbole, on a ögalement: 

(8.) CK — 8 = fl/Vl — 4sinv/'.rfv^ = cf^^ie—Anxii'.d^p. 



Poar la transformation de cette integrale on peut recourir a une quelconqne 
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des formales (5.) oa (6.). En prenant la derniere od obtient: 

(9.) CK—s = c.E{k,q>)- c{\—ie)F{k,ip). 

II esl d^ailleurs tris facile d'etablir directement cette formale, car il ne s'agit 
qae d^exprimer en fonction de (p la valear: 

CK-^s sss a/ eo8q>. dtfß = ai cos<p-—-*dq>. • 

#\ • • . d\ü a cos 9 

Or, sinw:Bm'W = c:a, donc -;2Ls=_. — x. et 
^ ^ ' d(p c cosV' ' 

d^ a*.cosGP' 

^ dq> c.cosifß 

Rempla9on8 n^.eosfp^ par 

a^ — e^smifi^ = a* — c*-f c^.cosv^; 
il yient: 

^ dff ^ c cosv X \ / eos^^ 

^^ — r— 

cosv^ = yt— -^siny^ = }/l—l^sm^\ 

Donc noas sommes revenu a requation (9.)* 

f, 16 Kars 1857. 
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8. 

Die Krämmungslinien der Wellenflftche zweiaxiger 

Kiystalle, Zusatz zu dem Aufsatz im Band LIV 

dieses Journals. 

(Vor Herrn P. Zeok in SluUgirt.) 



JLfer Verfasser der Abbandtung Ober die WelienfiScbe zweiaxiger 
Krystalle (Band LIV dieses Journals) bat io Nommer 11 derselben und zwar 
in den Worten : „oder die Tangenten an die BerObrungskurve der FIfiche F 
mit der WeUenflflche" etwas nicht Bewiesenes bebaaptet nnd wurde dadnrck 
zu nnricbtigen Folgerungen gefQbrt. Er nimmt daher alles in Nummer 11 
Gesagte hiermit zorfick. Zogleiob bemerkt er, dafs in Nummer 9 zweimal 
steht, „die Erzengenden der FJfiche G liegen in den Normalebeaen der. 
Kegel Kj", statt parallel den Normal ebenen. 

Stuttgart, Februar 1858. 



k 
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9. 

Zur Theorie der parallelen Curven. 

(Von Herrn it. Hoppe.) 



tie zwei paralleJe Curven haben eine gemeinschaftliche Evolute, und 
umgekehrt sind alle Evolventen einer und derselben Curve einander parallel. 
Infolge dieses Umstandes geht aus dem allgemeinen analytisclien Ausdruck 
der Evoluten einer Ourve sehr einfach der ihrer Parallelen hervor. 

Es sei (um die angedeutete Uebertragung auszuführen) s der Bogen, 
if der Krümmungsradius, S^ die Torsion einer Curve, l, m, n die Cosinus der 
Richtungswinkel ihrer Osculationaebene in Bezug auf ein rechtwinkliges System 
der aiyz; und es mögen die diesen Zeichen beigesetzten Accente Differential* 
quotienten nach dem Bogen derselben Curve ausdrücken, auf welche die 
Zeichen sich beziehen. Ferner sollen die Zeichen ohne Index zur Evolute 
einer Curve, die gleichnamigen mit dem Inde;ic 1 zur Curve selbst gehören, 
so dafs der Punkt x^y\Zi auf der Tangente im Punkte xyz liegt. Dann ist, 
wie ich in Grüner fs Archiv f. Math. u. Phys. Bd. 25, fl. 2 gezeigt habe, 
folgendes der Ausdruck der Evoluten in Elementen der Evolvente: 

y = ri4(>M-(>i^iig(^i+^) 
z = «Ti-f-pj«;' — ()iii,ig(^i4-c) 

wo die verschiedenen Werthe der Constanten c den verschiedenen Evoluten 

entsprechen, und die Gröfse 

», =f»[6s, 

um sie geometrisch zu bestimmen, den Bogen ausdrückt, welchen der eine 
Endpunkt einer Geraden = 1 beschreibt, die bei variirendem s^ senkrecht auf 
der Osculationsebene bleibt, während der andere Endpunkt fest ist. 

Der Abstand der Punkte xyz und XiyiZi ist den aufgestellten Glei- 
chungen zufolge 



"" cos (&^ + C) 

Nimmt man nun auf der Verbindungslinie beider Punkte, d. i. auf der 
Tangente der Evolute, in conatanter Entfernung =a von x^yiZi einen Punkt 
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^2/2^21 SO sind die geometrischen Oerter der zwei letztern parallele Curven, 
und man hat wegen der Eigenschaft gerader Linien 



^t""'^i Xt — Xt ^ — *i 



+ — cos(5i-f ^}- 



x—x^ y—y, z^z, -ft 

Das Doppelzeichen der letzten Gröfse kann man ohne Beeintrfichtigang der 
Allgemeinheit weglassen, weil es dnrch die willkfirliche Constante c mit ver- 
treten wird. Demnach ist 

sa?2 = ^1 + fl pi Ä?rcos (1^1 + ^) -• ä'i s»** (^i + ^) 
Tt = yi + «Piyi'cos(5^i + c) — Ämi8in(t*i-f c) 

der Ausdruck einer beliebigen Parallelen mit, der Curve o^Xi^m welcher 
durch seine zwei willkOrlichen Conslanten a und c seine vollständige Allge- 
meinheit anzeigt. 

Berlin, den 30. August 1857. 
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10. 

Theorie der homogenen Functionen dritten Grades 

von drei Veränderlichen. 

(Von Herrn S. Aronhold.) 



Lrer YerFasser dieser Abhandlung hatte die Absicht, ehe er die Theorie 
der homogenen Functionen dritter Ordnung von drei Yerfinderlichen der 
Oeffentlichkeit flbergiebt, eine ganz allgemeine Theorie der homogenen Functio- 
nen auf Grund einer Schrift*), welche er der Königsberger Universität im 
Jahre 1851 fiberreicht hat, zu bearbeiten , allein Berufsgeschäfte , welche 
seine ganze Thatigkeit fflr die angewandte Mathematik in Anspruch nahmen, 
und noch fortdauern, hinderten ihn daran. 

Um nun seinen Antheil an der Entwicklung der neueren Algebra nicht 
gänzlich aufzugeben, erlaubt sich der Verfasser seine Untersuchungen so vor- 
zulegen, wie er sie in einer bereits filtern Bearbeitung besitzt, und wie sie 
im Grunde auch entstanden sind, und bittet um Entschuldigung wenn Weit- 
Ifiaftigkeiten dadurch entstehen mufsten, dafs der specielle Fall der allgemeinen 
Theorie vorangeht, und insbesondere, dafs eine allgemeine Theorie der In- 
varianten diesen Entwicklungen nicht vorausgehen konnte. 

s. 1 

In den vorliegenden Untersuchungen werden folgende Bezeichnungen 
und Benennungen gebraucht werden: 

Sind 

d?i, a?2» ^3? •'i^ ^^ ^^ 

zwei Systeme von ursprünglichen Yariabeln und 

-^1, -Aj, -Aj; l/x, 1/2^ ^$ 

zwei entsprechende Systeme von neuen Variabein, welche io der gegensei- 
tigen Beziehung stehen, dafs 

0^2 = ßiX, + ß,X, + ß,X, (2.) }ü2 = «2Wl + /?2W2 + y2«3 

*) ,,Ueber ein neues algebraisches Princip zur Behandlung der Transformalions- 
probleme homogener Functionen^ vermittelst linearer Substitutionen". 
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ist, so soll 1) eine ursprüngliche Substitution und 2) die transponirte 
Substitution genannt werden. 

Die Transposition eines linearen Substitutionssystems, welche darin be* 
steht, dafs man einerseits die gleichvielten Horizontal- nnd Verlicalreihen, an- 
dererseits die nrsprflnglicben nnd neuen Variabein mit einander vertauscht, ist 
zuerst von Gaufs benutzt worden, nur schreibt derselbe beide Systeme mit 
denselben Variabeln, was fOr die vorliegenden Untersuchungen nicht zweck- 
mäfsig sein wQrde. 

Bezeichnet man die gemeinschaftliche Determinante beider Substitutio- 
nen durch: 

r = S±a^ßr,Y^, 
ferner durch 

f{x^ , a?2 , X3) und f (X^ , X^ , X») 

zwei homogene Funktionen, welche durch die ursprüngliche Substitution in 
einander äbergehen, so soll: 

I) Invariante, diejenige Verbindung J aus den Coefficienten von f 
genannt werden, welche zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f 
gebildeten J' in der Beziehung 

J' = rKJ 

steht. 

II) Covariante, diejenige Function (p der Coefficienten von f and 
der Variabein Xi, x,, ^r,, welche, unter Anwendung der ursprünglichen 
Substitution (1.), zu der entsprechenden, aus den Coefficienten von f und 
ihren Variabein X|, JI^, X^ gebildeten Function 9' in der Beziehung 

steht. 

III) Zugehörige Form, diejenige Function F der Coefficienten von 
/^und der Variabein ti|, t/2, tia, welche, unter Anwendung der transponirten 
Substitution (2.)9 za der entsprechenden aus den Coefficienten von f und den 
Variabein 17^, U^^ ü^ gebildeten Function r' in der Beziehung 

r\v,,u,,u,) = r^r(fi,, 112,1/3) 

steht. 

IV) Zwischenfbrm , diejenige Function der Coefficienten von f, 
welche gleichzeitig eine Function der Variabein a?i, X2, x^ und t/^, 1I2, ti, 
ist, und unter Anwendung sowohl der ursprünglichen als der transponirten 
Substitution, za der entsprechenden aus den Coefficienten von f and den 
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beiderseitigen Variabein X^, X^^ X^ und I7i, ü^^ U^ gebildeten Function & 
in der Beziehung 

0'(l7i, Fj, Da; X,, JTj, JTa) = r^ ©(Wi, f/2, «3; a?i,ar2,ar3) 
steht. 

Die Benennungen (I) und (II) sind von Herrn Sylvester statt der älteren 
„Formendeterminanle"' und ^Functionaldeterminante"' in Vorschlag gebracht 
worden. Die Benennung (III) gebrauchte zuerst Gaufs. Die 4*^ Klasse ist 
bisher als eine besondere Klasse nicht beachtet worden. Die ganz besondere 
Wichtigkeit derselben wird aber aus dem Folgenden ersichtlich werden und 
ihre Bezeichnungsweise zweckmäfsig erscheinen, weil sie den Uebergang von 
(II) zu (III) bildet. 

§. 2. 
Die Betrachtung der vorstehenden 4 Function enklassen mufs man so- 
gleich auf ein System von homogenen Functionen ausdehnen, d. h. man mufs 
ein System gegebener homogener Functionen von denselben Variabein vor- 
aussetzen, welche durch ein und dieselbe Substitution gleichzeitig in ein 
System entsprechender Functionen, der Reihe nach von denselben Ordnungen 
transformirt werden sollen, und die 4 Fnnctionenklassen aus den gesammten 
Coefficienten des Systems herstellen. Ich will daher in diesem Falle die 
Invarianten, Covarianten, zugehörigen Formen und Zwischenformen, so oft 
Unterscheidungen nöthig werden, simultane Invarianten, Covarianten, zuge- 
hörige Formen und Zwischenformen nennen, so dafs die gewöhnlichen Deter- 
minanten simultane Invarianten fflr ein System linearer homogener Functionen 
sind und die erste Gattung bilden. Die nächste Gattung von Systemen erhält 
man, wenn man von den gegebenen homogenen Functionen nur eine die erste 
Ordnung fiberschreiten läfst, und der erste specielle Fall hiervon, nämlich die 
Zusammenstellung einer homogenen Function beliebiger Ordnung 

mit nur einer linearen 

ü = t/x a?i-[- 1/2 x-j-f 1/30^3, 

in welcher fii, t#2 9 ^z die Coefficienten sind, giebt einen sehr einfachen und 
charakteristischen Uebergang der 4 Functionenklassen in einander. Es gilt 
nämlich der folgende Satz: 

Jede simultane Invariante der beiden Functionen f und U ist eine 
zugehörige Form für f, und jede simultane Cooariante von f und U ist 
eine Zwischenform für f. 

13» 
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Der Beweis ergiebt sich sofort, wenn man die ursprflnglicbe Substi- 
tution (§.1,1) auf U anwendet, da dann, wie leicht ersichtlich ist, die Coef- 
ficienten der Iransformirten Form U' dieselben linearen Ausdrücke werden, 
welche die transponirte^ Substitution (§.1, 2) bilden, d. h. 

wird. Bezeichnet man durch F eine simultane Invariante und durch eine 
simultane Co Variante für f und ü, so genügen diese daher den Bedingungen : 

r(U,, I7„ ü,) = r^r(ii„ii„ t/3), &(ü,, U,, V,) = r^0(fi,,ii„ii,) 

und werden dadurch respective zugehörige Form und Zwischenform für f. 

Die Covarianten lassen sich aber auch als zugehörige Formen dar- 
stellen, wenn man beachtet, dafs, vermöge des Charakters der transponirten 
Substitution, die letztere durch nochmalige Transposition wieder die ursprüng- 
liche Substitution wird, wenn man nur bei der zweiten Transposition wieder 
die ursprünglichen Variabein gebraucht. Es folgt daher: 

1) ä€^8 die zugehörigen Formen der zugehörigen Formen Co- 
varianten der ursprünglichen sind; 

2) dafs die Covarianten der Covarianten Functionen derselben 
An bleiben; 

3) dafs die zugehörigen Formen der Covarianten und die Co- 
varianten der zugehörigen Formen für die ursprüngliche Function zu- 
gehörige Formen sind; 

4) dafs die Invarianten sowohl der Covarianten als der zuge- 
hörigen Formen zugleich Invarianten der ursprünglichen Formen sind; 

6) dafs die lineare Function 

U = U^X^-\'U2X2-\'U^X^ 

für alle homogenen Functionen derselben Variahein gemeinschaftliche 
Zunschenform ist. 

In Bezug auf (5.) wäre noch zu bemerken, dafs, weil 

vermöge (§. 1, 1) und (§. 1, 2) wird, X = d. h. 

U' = r\U 
ist. 

Ich setze nicht voraus, dafs die 4 Functionenklassen ganze Functionen 
sein müssen. Es wird im Gegentheil für rein algebraische Untersuchungen 
nothwendig, sowohl gebrochene als irrationale Functionen dieser Art zu unter- 
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suchen. Wenn man sich aber die Aufgabe stellt, die einfachsten derselben 
SU finden, aus welchen die Obrigen sich zusammensetzen lassen, so wird man 
diese aus den rationalen und ganzen Functionen entnehmen mfissen, ffir welche 
öbrigens der Exponent X in r^ immer eine ganze positive Zahl sein mufs. 

§.3. 
Es seien 

drei homogene Functionen der zweiten Ordnung von den Variabein ^i, x^^ 
x^^ und 

ö«a = «1* j *xi = *ix> c^x = Ci^ 5 
so kann man, wie bekannt, fär jede Function einzeln eine Invariante und eine 
zugehörige Form bilden, nfimlich z. B. ffir die erste die Determinante: 

«II «12 «13 

(1.) J =1 Oii On «23 

«31 «32 «33 

als Invariante, und 

i(«22«33— ^)ttH(^«ll — ««)«2+(«U«22— «J2)tt3 
+ 2(ax2«i3 — «U«23)tt2tl3 + 2(«12«23 — «22«13)t«lW3 
+ 2(013023 — «12 «33) «1^2 

als zugehörige Form, und zwar ist letztere in Bezug auf die Variabein von 
der zweiten Ordnung und ihre Coefficienten sind die partiellen Determinanten 
des Systems (1.)* 

Wir werden aber in der Folge auch die simultanen Invarianten und 
zugehörigen Formen für alle drei Functionen /i, /a, /s gebrauchen, und wol- 
len daher alle, sowohl die vorstehenden (1.) und (2.) als die simultanen, aus 
einer einzigen Quelle ableiten, welche einerseits ffir alle Functionen gerader 
Ordnung benutzt werden kann und andrerseits einen Algorithmus liefert, der 
zur Ausfahrung einer Reihe von Darstellungen ffir die homogenen Functionen 
der dritten Ordnung unentbehrlich ist. 

Theorem I. 
Wenn man das Quadrat der Determinante 



^±«11 «22 «33 
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JS± IIa V2 w^ 



Ui flj fl3 

(3.) Vi V2 ^3 

Wi Wi Wi 

bildet, in welcher die Elemente willkürliche Gröfsen sind, und stall der 
Potenzen und Producte zweiter Ordnung: 

y>c^i, ^n^, ^n^l 

die entsprechenden Coeffidenten: 

der drei homogenen Functionen fi^ f^^ fz substituirt, so erhall man eine 
Verbindung: 

welche eine simultane Invariante der drei homogenen Functionen zweiter 
Ordnung ist. 

Beweis. 
Bezeichnet man die transformirten Formen von /i, ^, /s durch: 

so kann man zu den Coefficienten 

dadurch g^elangen, dafs man znerst die drei linearen Functionen 

«^1^1 + «^2^2 + «^33^3 
ll^,a?i+^2^2 + M^3^3 

durch die ursprüngliche Substitution transformirt, die erhaltenen transformirten 
Formen quadrirt und dann in denselben die symbolische Substitution 

(a.) u^ ux^a^x, r, Vx = *,a, w^ wx = c^x 

ausfährt. Nimmt man an, dafs die transformirten Formen von (4.) die fo^ 
genden sind: 

I7,JC,+ I7,Jr,+ 1/3X3 
(5.) { ViXx+V^X^+V.X, 
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so werden mit (a.) auch die symbolischen Gleichnngen 

gelten. Nach einem bekannten Determinantensalz ist aber 

also auch 

substituirt man rechts die Werlhe (a.), links die Werthe (/i.)? ^^ entsteht 
daher in Folge der Definition der Verbindung {a,b,c)i 

(6.) {a!,V,€f) = r'{a,b,c) w. z. b. w. 

Ich gehe nun zuvörderst zur Bildung von {a, b, c) Ober, welches auf 
den oben erwfihnten Algorithmus fflhrt. Es ist 

(JS'+fiirjiTa)^ = {tii(r2ii?3 — r5ti?2) + Wj (1^3 u;i — t?i 11^3) -|-ti3(ri 1^2 — rjfTi)}^ 

und mit Anwendung von («.)• 

{v^w^-^v^w^^ = t?? M'3 -j- •^a "^2 — 2v2ViW2W^ 

= &22 ^$3 "I ^33 ^22 2^23 ^23 

{V^tV^—V^W^iV^Wi — V^W^ = V2ViWiW^'\-ViV^W2Wi—vlWiW2 — w\ViV2 

== ^23 ^13 "r ^13 ^23 ^33 ^12 ^33 ^12 • 

Da sich die fibrigen Potenzen und Producte durch Vertauschung der Indices 

ergeben, so kann man zunächst das Resultat der Substitution (a.) ffir die 

Potenzen und Producte v^^Vx, w^wx allein angeben. Bezeichnet man dasselbe 

durch : 

(7.) :Eu,Uxib,cy\ 
so ist vollstfindig: 

{b, C)" = (»211^3 — V^tÜ2f = *22^33 + *33<?22 " 2*23^23 

(b, cf^ = (1^3 Wi — rx IT,)' = *33 ^11 + *u ^33 — 2*,3 c^ 

(8.) ) (*^ ^)" = («^1 «^2 — V2 WiY = *u ^22 + *22 ^11 — 2b 12 C,2 

(*, Cy^ = (r2 U^3 — t?3 t^2) («?3 Wj, — V^W^) = b^2 ^13 + *13 ^12 " *il ^23 " ^23 ^11 
(*, C)" == {V2W^ — V^W2){V^W2--'V2W^) = ft23^12 + *i2^23 — *22^J3 " *13 ^2 
(*, C)" = (ralTj — riir3)(l7rir, — r, W^) = *,3C23 + *23^13 — *33^J2 — *12<?33 

und dieses ist das in der Folge hfiufig zu benutzende System. Setzt man 
denuiach noch ti^Ux^—o^x* so folgt aus (7.): 

W {a,b,c) = Sa,x{b,cr'' 

in vollstfindig ausgerechneter Form. 
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Die Invariante (a, h, c) ist aber in Bezug auf die 3 Syeieme 
^xiy b^iy c^x symmetrisch^ deno die Determinante (3.) selbst, ans welcher 
sie entstanden ist, bleibt bis auf das Vorzeichen unverändert, wenn man die 
Systeme u^, v^, w^ mit einander vertauscht, und ihr Quadrat Ififst auch das 
Vorzeichen ungeändert. Es ist also 

^ '^ ]2a,x(c,by' = 2Kx(.c,ar' = :Sc,x{t,ar\ 

weil wegen (8.) auch die partiellen Invarianten {b, cy^ durch Vertauschung 
der Systeme b^i und c^x si<^h nicht findern. Durch Specialisirung, indem man 
von den Systemen a^x» Ki^ ^xi entweder je zwei oder alle drei einander 
gleich setzt, erhält man hiernach iO von einander verschiedene Invarianten, 
nämlich : 

Idrei wie {a, a, a) = JSa^xi^j ^T^ 
sechs wie (ä, b, b) = :Sa,x{b, by^ = :sb,x {a, by^ 
und eine {a, b, c) == 2a^x (*^ ^)*^- 

Die speciellste derselben 

(a,a,a) = Sa^x{^,ay^ 

ist aber nichts anderes, als die bekannte Invariante J (1.) der homogenen 
Function zweiten Grades von drei Veränderlichen, jedoch multiplicirt mit dem 
Factor 6, denn setzt man in (8.): 

so entsteht: 

{aya^^ = 2(ö22«33 — «m) 

{a,a)^ — 2(at3an — a^aa) 
n. 8. w., 

welche AusdrQcke die doppelten partiellen Determinanten des Systems (1.) 
sind. Man hat daher, wie bekannt: 

^ = ^ (fl,, (a, aT + Or, (a, af + a,^ (a, «H 

also durch Addition: 

(12.) 6^ = -Sö,z(a, ay^ = (a, a, a). 
Die vorstehende Definition giebt ferner auch die unter (3.) bezeichnete sa-* 




(14.) j 
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gehörige Form, nämlich: 

(13.) r = iJSu^uUa^ay' 

und fiberdies drei simultane zugehörige Formen wie 

2:u,u,{a,br\ 

welche den Gleichungen (10.) nämlich: 

2:u,uj,{a, by^ = 2u,uj,{b,ay' = Sa,^(uu,by' 

= 2a,^{b,uuY^ == 2b,^{a,uur^ = -S'*,^ (tm, ä)'^ 
genflgen. 

Der Beweis hierfOr folgt aus der §. 2 entwickelten Eigenschaft der 
zugehörigen Formen, da 

(15.) :sU,U,(a', Vy' = r^^•l,tl,(fl, by' 
ist. 

§. 4. 
Mit Hölfe der vorsiehenden 10 Invarianten und 6 zugehörigen For- 
men, kann man fast alle Fragen beantworten, welche die Theorie der ternären 
quadratischen Formen algebraisch darbietet, andrerseits bilden sie die Basis 
fflr die cubischen Formen, und nur insofern werde ich sie hier weiter be- 
nutzen. Ehe ich jedoch darauf eingehe, ist es wesentlich die Frage zu beant- 
worten, wie weit die vorstehende Theorie verallgemeinert werden kann. In 
der Thal kann man sie wörtlich auf homogene Functionen von beliebig vielen 
Variabein und beliebiger Ordnung fibertragen, indem man statt der Deter- 
minante (§.3, 3) eine Determinante mit ebenso vielen Elementen zu Grunde 
legt, als das (Quadrat der Anzahl der Veränderlichen beträgt, und diese auf 
eine Potenz erhebt, welche der Ordnung der homogenen Function gleich ist; 
indessen ist hier ein wesentlicher Unterschied zwischen den Functionen gerader 
und ungerader Ordnung zu machen, man erhält zwar in beiden Fällen simul- 
tane Invarianten, will man aber daraus eine Invariante fflr eine einzelne 
Function ableiten, wie im Vorstehenden 

so findet man, dafs durch Gleichsetzung der einzelnen Coefficientensysteme, 
wie aMi = b^x = t^MXf jedesmal identisch Null entsteht, wenn die gegebene 
homogene Function von ungerader Ordnung ist, weil die simultanen Invarian- 
ten aus ungeraden Potenzen der Determinante entstehen, also alternirend 
sind, sobald die gegebene homogene Function von ungerader Ordnung ist; es 
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wird demnach schon fflr die cohischen Formen von 3 Veränderlichen ein 
anderer Angriffspunkt nolhwendig, den wir sogleich darlegen werden. Wenn 
man eine homogene Function ungerader Ordnung in das Quadrat erhebt und fflr 
diese als Function j/erader Ordnung die vorstehend definirte Invariante bildet, 
so erhalt man zwar auch fflr die ursprflngliche Function eine Invariante, in- 
dessen ist diese nicht immer die einfachste, wie schon die folgende Theorie 
zeigen wird. 

Von den ersten Grundformen der homogenen Functionen dritter Ordnung. 

§. 5. 

Es sei 

eine gegebene homogene Function der dritten Ordnung, und 

also alle Coefficienten, welche zwei gleiche Indices haben mit dem Factor 3, 
und a^a mit dem Factor 6 versehen, sobald man die Summation (1.) ausfflhrt. 

Theorem 2. 
Bezeichnet man durch: 

Ui U2 u. 

Vi V2 r, 

Wi W2 Wj 

Pi P2 Pz 
ein unvoltstdndißes Sj^stem von Elementen, welches die 4 Determinanten 

A = 2±ViW2Pz^ B = — JS±UiW2Pz>i C = 2±UiV2Pz^ 

D = —S+u^v^w^ 

Uefert, so erhält man eine Invariante von f, wenn man das Produkt 

A.B. CD 
der vier in (2.) enthaltefien Determinanten bildet, welches in Bezug auf 
jedes der 4 Systeme von der dritten Ordnung ist, und statt der Poten^ 
zen und Produkte dritter Ordnung: 

U,Uj,U^, V^ViV^, w^wiw^, VmPiPm 

überaU die entsprechenden Coef/lcienten 
der homogenen Function f setzt. 



(2.) 



(3.) j 
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Die entstehende Fon^tion, welche ich durch 6S bezeichnen will, weil 
sie, wie nachher ersichtlich ist, den Factor 6 erhält, ist offenbar in Bezug 
auf die Gröfsen n.;^ homogen und von der 4**''' Ordnung, und soll genauer 
die erste Invariante genannt werden. 

Das Product ABCD ist eine symmetrische Verbindung der 4 Systeme, 
denn wenn auch jede Determinante einzeln das Zeichen bei der Vertauschang 
wechselt, so wird das Produkt A.B. CD doch aus einer geraden Anzahl 
Zeichen Wechsel bestehen, mithin nicht altemirend sein; durch die angegebene 
Substitution kann in Folge dessen nicht Null entstehen. Bezeichnet man durch 

(4.) rC^ii^. ^3) = :Sa'.i^X,X^X^ 

die transformirte Form von f, und bildet aus den Coefficienten dieselbe In- 
variante S*, so ist sofort ersichtlich, dafs 

(5.) 8' = r\S 

ist, denn wenn man wie §.3 (4.) die vier linearen Functionen: 

^l^l 4" ^^2^2 4" ^^ ^5 

M»! Xi -}- tOj J7i -j" ""J ^» 
Pi^i ■\-Pi^'i ■\-PiXz 

gleichzeitig traosforroirt, and die neuen Formen durch 

v,x,-\-v,x,^v,x, 

W,X,-\rW^X^-\-W^X, 
P,X, ^ P^X, ^ P,X, 

bezeichnet^ ihre Determinanten durch 

Ä', B', C\ D', 

so hat man 

A!^r,A, B' = r,B, C'=^r.C, JDf^r.B, 

also 

(6.) A.B'.C'.D^ = r^.ABCB. 

Setzt man aber wie in $.3: 

14* 
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80 geht f fiber in 

und Aehnlicbes gilt für (jie 3 andern Systeme; hieraas folgt durch dieselbe 
Scblnfsweise wie dort, dafs 

r,r,tr^ = <^, v,v,v^=.^,i^, w,WxW^=.a:,^, p,p,p^=a',,, 

gesetzt werden mufs, und daher (6.) in 

übergebt) w. s. b. w. 

§. 6. 

Ich will jetzt die Invariante jS' yollstfindig darstellen , d. h. die Malti- 
plication der 4 Determinanten A, B, C, D ausführen. Wollte man hieza den 
gewöhnlichen Weg einschlagen, so würde das Resultat nach complicirten 
Rechnungen in ganz aufgelöster Form erhallen werden, welche weiteren Ope- 
rationen hinderlich ist. Mit Hülfe der §• 3 definirten Verbindungen nnd 
Operationen wird die Rechnung sehr einfach und das Resultat sehr über- 
sichtlich. 

Man bemerke, dafs die Invariante der quadratischen Formen §«3 (9.) 

durch die Substitution 

in 

übergeht, daher ist umgekehrt identisch: 

(1 .) (-2'± Hl V2 w^f s= 2 Wg u>i (uu, rr)'^ 

wo die Bezeichnung 

(uti, w)'^ 

der Bezeichnung §• 3 (8.) 

entspricht. Auf fibniiche Weise läfst sich aber auch das Produkt 

► 2JS+UiV2W^JS+UiV2Ps 

darstellen, indem dasselbe aus (1.) hervorgeht, wenn man diese Gleichung in 
Bezug auf t/^i, tTj, w^ total differentnrt und statt der Incremente die ent- 
sprechenden pi^ p2^ Pi substituirt, daher folgt 

(2.) 22:±u^V2Wi2:±u^V2p^ — 2{w^px'\-wxp^){uu,vv)'^. 

(Die Summe ist wie immer über alle Werthe I9 2, 3 für ;f, X auszudehnen.) 
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Es ist aber 

D = '^JS±UgV2Ws^ C = 2±UiV2Pij 

also 

(3.) 2CD = - S(w,Pj,^p,w,)(uu, vvy\ 

ferner ebenso 

2 AB = ^2(fi^v^ + u^v^Xww,pp)^, 

wenn fOr q, a dasselbe gilt, was vorher (ür x, l. Daher hat man 

(4.) 4ABCD = ^:S(w,p;,^wxp,)(ww,ppr{u^v,-^u„v^){uu, üv)'^ 

nnd in dieser Form stellt sich das Produkt so geordnet dar, dafs man nnver- 
zflglich die Snbstitation der a«;^ ansfuhren kann. 

Hierbei bemerke man ein fOr alle Mal, dafs die Coefficienten von f drei 
Gruppen bilden, je nachdem sie in einer bestimmten der partiellen Ableitungen : 

(5-) {^IF ~ ^m^H«»2^H^^^3 + 2fl«3X2a?3-f2a2u^i^3 + 2a2i2a?,^2 

vorkommen; die partielle Ableitung nach x^ hat nfimlich alle Coefficienten, 
welche den festen Index q besitzen, wfihrend' die übrigen alle Combinationeu 
der Zahlen 1, 2, 3 zu je zweien eingehen. Denkt man sich nun die 3 homoge- 
nen Functionen zweiten Grades §.3 /i, fz^ f^ durch die vorstehenden (5.) der 
Reibe nach ersetzt, so wird man die Operationen, welche dort §.3 (8.) durch 

{K er' 

angedeutet sind, hier 

(02,03)'^ 

schreiben mOssen, und 

respective ersetzen mflssen durch: 

^önri («1 , a,Y\ Sa,,x (ä2 , Ö2)*S 2a,^i (Oa , aa)«^ 
wobei beiläufig bemerkt sein mag, dafs diese Verbindungen fOr die homogene 
Function dritter Ordnung keine Invarianten sind aber eine später zu ent- 
wickelnde bestimmte Bedeutung haben. Die obige Bezeichnung vorausgesetzt, 
lifst sich nun leicht einsehen, dafs durch die angegebene symbolische Substitution 

\{w^Pi-\-Wxp;)(ww,ppY' = 2{a^,aiT 
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wird. In der That ist z. B. 

Wendet man daher (6.) auf (4.) an, so ergiebt sich 

4ABCD = 4:s:S{a^a,Y^(a,a^Y' 

oder nach Forlbebang des Zahlenfactors 4, wenn man ABCD = 6S setzt 
und eine der Sammatlonen ausfahrt: 

6Ä= } J?(a,a,y'(fl«a,)"+ -r(ii,aO''V«Ä,r+ 2ia,a,y\a,a{r+ 

and es ist somit ein gesetzmflfsiges Resultat fOr die explicite Bildangswctise 
von i9 gegeben. 

Eine genauere Untersuchung der 6 Summen auf der rechten Seite von 
(7.) zeigt aber, dafs sie eämtntlich einander gleich sind, und dafe also 
viel einfacher 

i«= S(fl,a,r\a,axr= 2{a,a,r'(a,a^r= JSia,a,)'^ia,axr 

ist, vnd überdies 

(9.) 2(a^a,r\a,a,)^^^^ = 
so oft Q, a von (»i, Oi verschieden sind. 

Diese Sitze, welche Fundamentaleigenschaften der betrachteten Ver- 
bindungen darstellen, sollen im Folgenden entwickelt werden, nachdem wir 
einen Determinantensatz bewiesen haben, auf welchem sie beruhen. 

fVenn man durch 

u, V, w, p 
4 linearen Functionen 

U «= U^Xi -}- U2X2 -f u^x^ 
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bezeichnet, deren 4 Determinanten die oben eingeführten 

sind, 80 läfst eich das Produkt 

ABCD, 
nachdem man es mit dem Quadrate einer heHehigen linearen Function 

multipticirt hat, immer wie folgt darstellen: 

ABwp(2±&^U2V^f + BCpu(S±&,V2w;i''\'ACvp{S±&,U2w;f 

+ ADvw (2: + &, u^ps? + BDuw {S± &, V2Psf+ CDuv {S± &, w^p^f. 

Die 6 Quadrate sind die 6 Determinanten, welche die Verbindung von & mit 
je zwei der linearen Functionen (1.) liefert. 

Da die GrOfeen ^^^ &2^ '^j? ^i^ ^29 ^s in dieser Gleichung ganz be« 
liebig sind, so erhfilt man aus (2.) ebensoviele Sfitze, welche sich auf das 
unvollständige System 

ll| U, 11, 

Vi V2 Tj 

Wi W2 Wi 

Pl P2 P% 

beziehen, als Potenzen und Produkte der genannten Gröfsen auf beiden Sei- 
ten von (2.) sich vorfinden, indem man die Coefficienten gleicher Potenzen 
und Produkte einander gleich setzt. Z. B. 

ABCD = Wi Pl (fij v^fAB -f W| pi (v^wl)^ BC -f- r 1 p^ (iij w^fAC 
+ VtWiithPifAD'^ UiWii^^fBD'Yv^Viiw^^fCD 

= W2P2{U2V^f AB '\- U2P2{V2Wif BC '\- t2Pt{U2 w^fAC 

+ V2U>2{u^)^AD^U2W2(v^ifB^ 

wo der Kflrze halber ^2^9 = 1^03 — 113^2 u. s. w. gesetzt ist. 

Der Beweis des Satzes (2.) ist sehr einfach. Man bestimme nämlich 
vier Gröfsen Sp ^> ^ß ^ so, dafs sie den Gleichungen 

S^i+V^i'i't^i+i'Pi — ^i 
(3.) ^ftr2 + i7r2+?tr2 + A/^2 = ^% 
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Genüge leisten, was aof unendlich viele Arien geschehen kann, dann ist darch 
Auflösung von (3.) nach diesen Gröfsen, indem man immer je zwei eliminirl: 

(4.) hD — i'A = :s±&,V2W^', TjC — ^B = S±&^u^p^ 

subslituirt man diese Ausdrücke der Determinanten ^iid-iW^p^ u. s. w. in 
die rechte Seite von (2.)) ^^ Z^^^ ^^^ über in 

ABwp {l;D-lCf'\' BCup (gD — lAf-\- ACvp (t]D — XBf 
4- ADcw {tjC—tBfi' BDuw (SC— ^Af + CDuv (f Ä - tiA)\ 
was sich nach einem bekannten Determinantensatz in 

(5.) ^CD{(^u+Äi; + C.^ + />/,)(i^ + ^ + ^ + :^) 

-{§u-\-rjti-^w+i.pyf 
verwandeln Ififst. Es ist aber wegen (1.) 

Au^Bv'{-Cu}'\'Dp = 
und wegen (3.) mit Berücksichtigung von (1.) 

also geht (5.) über in 
was zu beweisen war. 

S. a 

Wenn man in der Gleichung (3.) des vorigen §• die Substitnlion 
w* Wi ^ßi = Ä,i^ , r^ Vi v^ == a,i^ , w^ wx w^ = a^i^ , PmPiPpl = ««j^ 
auf beiden Seiten ausführt, so geht die linke Seile definitionsmfifsig in 

über, und von der rechten Seite übersteht man sogleich, dafs sfiramtliche 
6 Glieder einander gleich werden, weil jedes Glied aus dem andern durch 
blofse Vertauschung der 4 Systeme u^,, v^, w^, p^, hervorgeht, und für jedes 
System dieselben Conslanten a^i^^ substituirt werden ; es reicht also die lieber- 
tragnng eines z. B. des letzten Gliedes hin, dieses ist 

twCD{2S±&^w^p;i\ 
Nun hat man 

{S±&,w2p^y = 2»^»a{ww,ppr C§-6 (10)» 
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ferner 

2CD = -S(w,pi^wxp,Xuu,vvr^ (§.6 (3.)), 
also 

aber wegen der zweiten Gleichung §. 6 (6.) and nach Forllassung des 
Factors 2 

und wenn man der Kürze halber 

(10 2{a,a,r&^&, = Ök2 
setzt : 

Diese Gleichung rnnfs auf beiden Seiten mit 

mnitiplicirt werden, aber wegen §. 6 (6.) ist 

also 

= —2S0,x{a^a,Y^x^x„. 
Die flbrigen 5 Summen §. 7 (2.) gelen dasselbe, daher hat man 

-&S{»,x,^&^x^^&^x,y = -QSSe,x{a^a,y^x^x , 
also 

(2.) 8{&^x,^»^x^J^»,x,f = SSe,,{a^a,r'x^x,. 

Diese höchst merkwQrdige identische Gleichung liefert nun die am Ende von 
§. 6 aufgestellten Sfitze. 

In der That giebt die Vergleichnng des Coefficienten von x^x^ auf 
beiden Seiten von (2.) das Resultat: 

(3.) 8.»,», = ^0,2(ii,a,)«^ 
und wenn man jetzt den Werth (1.) von 9^x snbstituirt: 

Journal Ittr Mathematik Bd. LY. Heft 2. 15 
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Diese Gleichung roufs fOr jeden Wertb der willkührlichen Gröfsen ^i, 
^29 ^3 gelten 9 mithin mufs der Coefficient von &^S^a ^^^ ^^^ rechten Seite 
:= S, die Coefficienten der übrigen Potenzen und Produkte dieser Gröfsen 
aber mflssen ==0 sein. Es sind daher die Relationen: 

so oft ^i^ Ol von ^, a verschieden sind, und 

wo im ersten Gliede der rechten Seite q nicht =: a Ist, voUstfindig erwiesen. 

Aus den Relationen (40 und (50 ergiebt sich aber die Auflösung 
des folgenden merkwürdigen Systems von Gleichungen des ersten Grades: 

Theorem 3. 
IVenn 

0119 ®229 0339 0W9 0139 012 

4fanz beliebige Gröfsen bedeuten ^ so bilden die folgenden Gleiehungem 
mit den Unbekannten 

Uli^ C/22, C/33, 1/23 9 1^IS9 ^^12 

ein derartiges System: 

0u=K«.)"ü;i+(«i«t)"f/t.+(«i^t)"i^..+2(öi«i)"P..+2K 

dafs sich dessen Auflösungen durch das System: 

darstellen lassen, in welchem die Coefficienten wörtlich und genau tu 
derselben Reihenfolge mit denen des ursprünglichen Systems überein^ 
stimmen. 



"CT 
"IT 



«7... 
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Der Beweis ersieht sich aaf der Stelle, wenn men die Gleichungen (6.) 
der Reihe nach mit 

(a,a.r, {a^a,r, (a,a,r, {a^a^T, (a^aj'', (a^a.r 

mnUiplicirt und alle addirt, indem dann wegen (4.) alle CoofGcienten von 
17ii, U22 n. s. w. in der Summe verschwinden, mit Ausnahme des Coeffioien-* 
ten von U^^, welcher wegen (5*) = jS ist. 

Die gewöhnliche Auflösung des Systems (6.) wflrde die Coeflicien- 
ten der Auflösung statt von der 2^*" wie (7.) von der 10'^'' Ordnung geben, 
und die Determinante von der 12**" Ordnung, sie würde also die Gleichun- 
gen (7.) mit einem sich forlhehenden Factor von der S^"*" Ordnung liefern. 
Da diese Determinante, wie spfiter gezeigt wird =1$^ ist, so ist der enge* 
gebene Factor =S^. 

Die Allgemeinheit, in welcher das vorstehende Theorem 3. bewiesen 
ist, Ififst die GOltigkeit desselben auch dann noch erkennen, wenn man das 
System (6.) transponirt, d. b. die gleichvielten Horizontal- und Verticalzeilen 
mit einander vertauscht, obwohl dieselben einander nicht gleich sind. Sub- 
stituirt man alsdann statt der 6 Unbekannten die Potenzen und Produkte: 

und statt der Gröfsen auf der linken Seite die Potenzen und Produkte: 

yin yi^ >S9 y^ys» yiX^^ yiXi 

und Ififst Oberdies diese Variabein den Gleichungen: 

genflgen, wo Jf die hier in der Folge zu entwickelnde Functionaldeterminante 
des Herrn Hesse ist, so wird das Theorem der Ausdruck des bekannten 
Satzes von den conjugirten Punkten einer Curve dritter Ordnung, und man ge- 
langt so zu einem bereits in dieser speciellen Fassung von Herrn Hesse*') 
gegebenem Resultat. 

Obwohl die explicite Darstellung der 36 CoefBcienten {a^o^y^ zu all- 
gemeinen Entwicklungen nicht erforderlich ist, so will ich dieselbe dennoch 
hier geben, indem ich den Algorithmus §• 3 (8.) dazu benutze. Sie ist 
folgende : 



'^) S. dieses Journal Bd. 36, S. 164. 

15 
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(8). 



(«J<%) 
(«I«») 
(«1«») 

V 



(aar 



2(€lmöi3S — öJm) 

2((f|22aÄ25j — ^) 

2(0223 0333— Ö23S) 

* ^222 ^333 — 0233 Ä22J 

Öm0335 4-^»M3Ä133^ 2«i23«ö3 

^122 ^233 H" ^133 ^^222 "" 2<li23 ^223 



(««r 



2 (au2 Arn — «111 <»i2s) 

2(«122 «123 01120223) 

2 (Ö123 Oj33 Oii3 023s) 

«122 0|33 -f- ^ Oin O233-« #113 «223 

«112 «133 Oui«233 

0|22 Oii3 — Om O22S 



(««) 



22 



(««)" 



(«l«l) 
(O2O2) 
(«J«3) 

(«1«2) 



2(OlllOi33 — Ä^ö) 
2(Ou2 0233 — ^) 
2 (Ou3 O3J3 O133) 

«U2 «333+ «113 «233 — 20i230u3 

«lU ^^33 •" «113 «133 
«1U«233 + «112 «ISS 20,ö «123 



2 («112 «123 «122 O1J3) 

2 (O122O223 — O123O222) 
2 (01230233 — 0^30223) 

«122 «233 «133 «222 

«112«2SS+ «m — «IIS »«223 — «m«l22 
«112 «223 — «IIS «222 



(«l«l) 
(«2 «2) 
(«S«3) 
(«2 «3) 

(«i«s) 

l («1«2) 



{aar 



{aar 



2(Oui«i22 — «m) 
2(0,120222 — 0J22) 
2 (O113 O22S — 0J23) 

«112 Oj23+ «113 ««2 2O122O123 

O111O223+ OiuOtu 2O112O123 

«111^^22 — «112 «122 



2(«ll30l23 — Oii2 0i3s) 

2 (O123 O223 0,22 O233) 

2(Oi33 O233 — O123O333) 

«133 «223 — «122 «3SS 

«US «233 — . «112 ^3SS 

«113«2» + «I2S «112 «233 «m«lSS 



Setzt mao 

Ä = -r(oiOi)«^(o.o,)^ 

80 wird daher yermittelat dieser Tafel : 

S = 4{(Oi220,33 — 0123)' + («222 023S — 0^23) (Olli O133 — 0J13) 

+ (0223«533 — ^3) («m «122 " «J«) + («222 «3S3 " «223 «233) («IW^IU — «lU «12s) 
+ («122 ^^ + «223 «ISS — 20i23 O233) («112 «123 — «113 «122) 
+ («122«233 + «133<fa2 2O123O223) (O113 Om — Ou2«13s)}- 

Da man mit der eingefabrten Bezeictmong operiren kann, so ist es nicht 
swedtmäfsig die Verbindungen zweiter Ordnung noch durch Auflösung der 
Parenthesen zu zerstören; in der Tbat geht alsdann der vorstehende nach 



10. Aronhßläß Tkeßrie 4ßr homogenen Functionen dritten Grades. 117 
einem einfachen Gesetz gebildete Ausdrock in den sehr compliclrten Aber: 

(9-) ^S = Äfaa— 2ai23 (^1220133 -{- tiusOm + ^inOm) + «m (3aii3ai22Ä23s+ ^üuaßjnßm 
+ «m <»m ^3ss + ÄJI3 a^s «m + «22S ^^bs «m — «111 ^»222 «sm) + öJm 

Äiji tf 133 H^ — Ä^ii Uiti ^^ — ' ^222 ^112 Äl» — ^^222 ^'2SS ^113 •" ^?S3S ^113 ^122 "" ^^^33 ^hii ^112 

4" ^m *fen ^las «233 + «ui «sss ^122 «m + ^*2w ^*s3s <»ii2 ^^m — Ä^^^ 

ßm «233 «U2 «U3 «113 «133 «223 «122 ^ 

mit welchem nicht eher Operationen ausgeführt werden können, als bis man 
ihn wieder rückwärts in die gesetzmfifsige Form gebracht hat.*) Dafs die 
In Variante iS immer den Factor 4 erhfilt, ist a priori ersichtlich, weil die («^«^)^ 
mit gleichen unteren Indices den Factor 2 haben. Die Unterdrückung des 
Factors 4 bei der Bezeichnung ist jedoch nicht zweckmfifsig, weil man dann 
bei andern davon abhängigen Formen Zahlenfactoren einführen müfste, die 
dadurch vermieden sind. 

Ich will nun noch ein System von sehr einfachen Relationen ent- 
wickeln, welche zwischen den 36 Verbindungen zweiter Ordnung bestehen. 

Wenn man die Bedeutung der Bezeichnungsweise §.6 (1.)^ 

berücksichtigt, so ergiebt sich sofort, dafs 

(•ifi, w)^ = (u^) (u^) ; (tili, w)" = (u^) ( wTrT) ; (w«, rr)" = (ti^) (ii^) 

ist, wo der Kürze halber t#2t^3 u. s. w. die partiellen Determinanten 
V293 — €#3 92 u. 8. w. bedeuten. 

Es werden daher die Gröfsen 

(iiii, vvy^, {tiu, vvf^, {uu, vvf^ 
mit einem gemeinschaftlichen Factor /^ versehen sein, der selbst eine der 
partiellen Determinanten ist, so dafs sie sich respeclive in 

/^{i^)^ l*(«3«?l)^ A*(«2«^2) 

verwandeln lassen. 



*) In meiner Abhandlung, Bd. 39, S. 152 dieses Journals, wo die obige Darstellung 
von 5 gegeben ist, habe ich die letzte Auflösung (9.) der Parenthesen nicht abdrucken 
lassen. Hierdurch scheint Herr Cayley zu der irrthümlichen Bemerkung in Phil. Trans- 
adions vol. i46, pag. 641 veranlaCst worden zu sein, nach welcher zuerst Herr Salmon 
die entwickelten Ausdrücke gegeben haben soll. Herr Salmon hat sie in der That in 
einem spatern Bande dieses Journals (Bd. 42, S. 274) gegeben, aber mit Bezug auf meine 
Abhandlung. 



118 ^0. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades, 

Bildet man nun die Samme der Produkte 

(10.) (uu, rii)'^(Wat?i+ttit?J4-(tiii, w)'^(tia«^2+tiir^) + (titi, wy^Cu^rs+iTjO, 
so ist das Resultat: 

weil die Determinanten mit zwei gleichen Yerticalseilen verschwinden. 
Es ist nun wegen §.6 (6.) 

wenn man die Substitutionen 

ausfahrt, daher giebt die Summe (10.) den folgenden Satz: 

Wenn man statt q, a allmälig alte Zahlen 1, 2, 3 eelzt^ so ent^ 
stehen ^zwischen den 36 Verbindungen {a^UgY^ die folgenden 9 Gtm^ 



s#v« 



(11.) (a,a,)^*+(ii,a,)^HK«s)^' = 0, 
und überdies, wenn man je 3 geeignete addirt: 

(13.) S{a^a,T = 0. 

«. 9. 

Es bleibt schliefslich noch eine Eigenschaft der 36 Verbindungen 
(a^a^gY^ nachzuweisen, welche ihnen eine selbssifindige Stellung in der Theorie 
anweist, nfimlich, dafii sie die Coefficienten einer ZwiscAenfbrm §.1. IV sind. 

Theorem 4. 
fVenn man das Quadrat der Determinante: 

«1 «2 «3 

-^±«1^211^ == Vi V2 t?3 

Wi W2 Wj 

mit den beiden linearen Funktionen 

muUipltcirt^ also 

bildet, und dann die Substitution 

^u^iv^ = a.if,, w^WiWu = a,i^ 
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ausführt, so entsteht eine Funktion der Veränderlichen x^^ x,, x,, 
«1, ti2, 1^3, welche in Bezug auf beide Systeme von der 2^^" Ordnung^ 
und Zwischenform von f ist. 

Es soll in der Folge die erste Zwischenform genannt werden. 
Der Beweis ergiebt sich unmittelbar wie bei frühem Darstellungen §. 3 ans 
der Gleichung: 

mit Beracksichtigung von §.3 (4.)^ (5.)« 

Zur expliciten Darstellung von bemerke man, dafs 

(ViX^-\'V2X2-\'V^x^){v)^x^'\^W2X^'-\'W^x^) = \2{v^u}a-\-v„u)^)x^x„ 

ist, nnd 

{S± u, V2 w,y = Su^ux {vv, wwr^ (§. 6 (1 OD , 

mithin durch Multiplication beider Gleichungen: 

(1 .) (-2* + tii rj tTjf (t?! a?i -|- rj x^ +. v^ x^ (u?i x^ + ^2 ^2 + tTj x^ 

= \:E:E{p^Wa\v^W^{VV,WwY^U^UiX^X^. 

Da nun nach §.6 (6.): 

{,r>^u)^\v^w^{vv,wwy^ = 2(ii^aJ«* 
ist, so folgt: 

(2.) 0(Ui,ti„f/3;xi,X2,X3) = :Z2{a^a^Y^u^UiX^x^. 

Die Gleichung (2.) zeigt, dafs die Zwischenform (9 eine homogene Function 
zweiter Ordnung ist, nnd zwar sowohl der Variabein Xj, x^^ x^^ als der 
Yariabeln tii, iia^ t/3, als auch in Bezug auf die Goefficienten von f, endlich, 
dafs ihre Goefficienten die 36 Fundamentalverbindungen zweiter Ordnung in 
der Tabelle von §. 8 sind. Obige symbolische Gleichung verwandelt sich aber 

wegen (2.) in: 

22ia'^a!,)U,üiX^X, = r'.JS2;{a^a,)u,UxX^x, 

oder & = r^a 

Ich will nun eine zweite Bildnngsweise der Function angeben, welche sich 
vorzüglich zu ihrer Darstellung für specielle Formen von f eignet^ und da- 
durch auch umgekehrt die Berechnung der Tabelle §. 8 leicht giebt. 

Man bezeichne zu diesem Ende die 6 partiellen Ableitungen zweiter 
Ordnung von f 

i^ i£L i£L i ^f > d'f i^££- 



(30 { 
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respective durch: 

(4.J -^115 -^Wl •"«» -^M« -«U? -^121 

so dafs 

^l, wie man sich sofort durch Differenliation Oberzeugt, und betrachte die 
Gröfsen A^i als Coefficieoten einer homogenen Function zweiten Grades, als- 
dann gilt der Satz: 

Wenn man die zugehörige Form JT §. 3 (2.) der homogenen 
Function zweiten Grades bildet, deren Coeffidenten die OrOfsen A^i sind^ 
so entsteht die Zwischenform dhidirt durch 2, ä, h. es ist mit der Be^ 
zeichnungsweise von $. 3 (13.): 

(6.) = 2:u^Ui{A,AyK 

Beweis. 
Nach $. 3 (10.) kann man in (6.) u^Ui mit A^i yertaoschen, also 

2u,u^{A,Ar^ = SA^.iuu^AY'^ 

sehreiben, und daher wegen (5.):' 

:Su,u^{A, AY"^ = 2:2a^^x^{uu,Ar\ 

wo die sweite Summation Ober (» = 1, 2, 3 auszudehnen ist. Unter fort- 
währender Anwendung des Vertauschungssatzes §.3 (10.) erhfilt man nun: 

Sa^.xiuu^Ay'- = SA,,{uu,a^r^ = 2Sa,,iX„{uu,a;)'\ 

wo die zweite Summation sich auf (6.) bezieht, mithin durch Substitution: 
Su,u^{A, Ay^ = S2a,,x{^^, uuy^x^x„ = S2{a^a,y'u,UiX^x„ = 0, 
w. s. b. w. 

§. 10. 
Zum Schlufs dieser Untersuchungen will ich das Vorstehende auf eine 
specielle Form als Beispiel anwenden und wfihle hiezu die flMMSche Form: 

in welche sich die allgemeine transformiren läfst. 
Man findet durch Differentiation: 

{All = ^1-3^1^ Aqu S= II2X29 -^M = ÄjAj, 

(^23 == a^Xi^ All = 1I4AW2, All = a^JL^^ 



*) Die ffe««esche Form setzt a^ s o, s a, = 1 voraus , was im Allgemeinen er- 
laubt ist, indessen ist es einerseits um die Homoffeneitat der Formen nicht zu zerstören 
zweckmäfsig , dafs man von dieser Vereinfachung imsieht, andrerseits kann es nöthig sein» 
auch die Formen zu untersuchen, för welche einer der Coefficienten a|, ny, o^, s: ist. 
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also: 










JÖ = SÜ,üi(AAy^ 








(30 Lg ü*(a,a,X,J[,-alJC*)+ÜMa, 








und diiber die- Tabelle 
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HQltiplicirt man die Glieder irgend einer Horizontalreibe mit den Gliedern der 
gleicbvielten Verlicalreihe , so findet man, wenn man beachtet, dafs die drei 
letzten Produkte in der jS^ definirenden Summe doppelt vorkommen, sofort: 

(5.) Ä' = 4(<4— ^1^2^)04. 

Es Ififst sich beilfinfig fflr das System (4.) die totale Determinante leicht bilden, 
weil zum gröfsten Theile ihre Elemente =0 sind, A\fif(^,\YfJLvA 

d. b. bis auf einen Zahlenfactor = i9'% wie in §• 8 behauptet ist ; beachtet 
man noch, dafs 1:1 

ist, so Ififst sich schon hieraus die Richtigkeit der angegebenen Eigenschaft 
der ganzen Determinante fflr alle FfiUe einsehen. 

Wir werden das System (4.) in der Folge für alle anderen auf (1.) 
bezQglichen Darstellungen benutzen. 

§. 11. 
Theorem 5. 
Wenn man in dem Produkte 

die Potenzen und Produkte dritter Ordnung 

^M^l^/iy ^M^l^M^ ^M^l^fi 

durch die enteprecfienden 

ersetzt, und die dadurch entstehende Function dritter Ordnung der Variabein 

Joomal für Matbeniatik Bd. LV. HefL2. 16 
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^i) ^2 9 ^3 durch 

bezeichnet, so ist Jf eine Covariante von f. 

Wir wiederholen nicht mehr den bereits oft geführten Beweis^ welcher 
darauf beruht, dafs 

(^±U,V,W,f = r\2±u,v,w,f 
ist, und zur Folge hat, dafs 

(1.) ^/(X,, -Xi, Z3) = r^.^A^i,^^ ^3) 
wird. 

Man gelangt aber zur sofortigen Bildung von Jf, welche wir die erste 
Covariante nennen wollen, wenr man beachtet, dafs die Function, welche 
im Theorem 4. die Zwischenform definirt, sich nur durch den Factor 
(^i^i4'^2^2-|-t^3^3) von der vorliegenden unterscheidet, und dafs man also 

die Gleichung: 

(2.) Jf= eiu,x, + U2r,+thx,) 

unter der Voraussetzung: 

erhfilt. Mit Berücksichtigung von $.9 (2.) ist also 

Jf = S2{a^aay^v^Uix^x„{yiX,^ ir^j?,-}- WjX,), 
mithin : 

Jf= 2;2;(a^aaY^x^Xa{auiXi'\' 02^x^2+03^1^5) = ^^{a^a^y^^^Mi^^^^^r^ 
wenn man sich der Kürze halber eines einfachen Summenzeichens bedient, 
um 'anzudeuten, dafs man die Summe übw alle Wertbe 1, 2, 8 für p, a, x 
auszudehnen hat. 

Setzt man also 

^ (3.) Jf = 2:b^x^x,x^, 

so ist 

(4.) b^„ = S{a^a.r^a^^. 

Da ferner nach der zweiten Darstellungsweise der ZwischeifÜBCtioa 6j f. 9 (6.) 

Jf = Su^Ui{ÄAY^{u^x^-{^U2X2'\'U^x;) 
ist, so folgt 

Jf^ S{AÄY^{mu,lX^ + a2,lX2^^aul^^)^ 
also wegen $. 9 (5.) : 

(5.) Jf = SiÄAy'A^i. 

Naa ist nach f. 3 (13.) 

S^AAr^A^ = 6S±A^,Ar,A„ 
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Qnd dieA„i bedeuten die zweiten partiellen Diferentialquotieoten dividirt dnrch 
6, mithin ist: 



(6.) iJfiXi.x,,^,) 



* dx\ » 



d*f 



* dx^dx, ' 



d'f 



dx^dx^ 

d*f 



dx\ 



f 



£L 



dx^dx^ 



^ dx^dx,"* • dx^dx^ ' ^ dx] 
Ans dieser Gleichung folgt, dafs die erste Covarianle die zuerst von Herrn 
Hesse in seinen Untersuchungen fl^er die homogenen Functionen dritter Ord- 
nung benutzte Functionaldeterminante ist. 

Andrerseits giebt die Gleichung (4.) die CoefGcienten derselben in ex- 
plici^er Form, und zwar sind dieselben die simultanen Invarianten der drei 
homogenen Functionen zweiten Grades 



df 



i 



^ 



i 



äf 



^ dx,' ^rfjr, ' ^rfx, ' 

wie sich aus Vergleicbung der §. 6 (5.) gegebenen Entwicklung dieser Dif- 
ferentialquotienten, mit der Darstellung der angegebenen Invarianten §. 3 leicht 
einsehen Ififst. 

Die schon hSufig benutzte Yertauschung §.3 (10.) der 6 verschiedenen 
Formen einer solchen Invariante fahrt hier zu der Identität 

(6.) J?(a^ll,)«X«2 = ^{O^ary^^anX = «. S. W. , 

d. h. wegen (3.) zu der für die Coefficienten von Jf geltenden Bedingung: 

derjenigen entsprechend, die unter den Coefficienten von f besteht. Demnach 
haben in 

alle Coefficienten mit zwei gleichen Indices den Factor 3, und ö^s den Factor 
6. Aufserdem ist einleuchtend, dafs diese Coefficienten homogene Functionen 
der dritten Ordnung der a^x^ sind. 

§• 12. 
Ans der vorstehenden Darstellung der Coefficienten von Jf, lassen 
sich jetzt auch alle Operationen fOr diese homogene Function dritter Ordnung 
ausfahren und ich gehe daher zunächst zu einem Grundprinzipe Aber, welches 

sich an diese Function anknüpfen lAfst. 

16» 
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Wenn man die zweiten Ableitungen von Jf: 

. d^Jf . d^Jf . d'Jf d^Jf , d'Jf . d'Jf 

♦ rfrj ' * rfjrj ' * rfjrj ^ * dx^dx, ' * dx.dx, ^ * dx.dx^ 

respective dnrch 

"ll^ Bn^ Bm^ ^239 "is^ Bi2 

bezeichnet, so ist 
and wegen §.11 (4.) 

oder, weil A^ = ai^i x^ + a^x x^ + u^a ^s : 

(2.) B,, = -r(a,ii,)''^J^. 

Gebt man nnn zu Tbeorem 3. §. 8 zurQck, and setzt in den Gleichnngen (6.) 
desselben 

so folgt aas (2.)) dafs 

0x2 = B^ 

wird, und in Folge dessen, wegen der Gleichung (7.) in jenem Theorem: 

(3.) S.A^, = S{a^a,r'BA 
oder: 

also, daroh Vergleichnng der Coefficienten von x^: 

(4.) S.a^ = 2(^a^a,r\,i. 

Diese höchst merkwflrdige Gleichung zeigt zunfichsl, dafs man, ebenso wie 
anf der linken Seite 

tt^ = «^a = o. 8. w. 

ist, anch aaf der rechten Seite die Indices q, a, r nach Belieben vertan- 
sehen kann. 

Ich will jetzt '^arch das Differentiationszeichen d andeuten, dafs man 
eine Function der Gröfsen a«a^ in Bezug auf diese total differentiirt, und statt 
der Incremente die entsprechenden Gr6fsen b^^ substitnirt, und die Wieder- 
holangen dieser Operation durch 6^, d^, ... bezeichnen, dann ist 

(5.) df = J^ 
ferner 
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= 2im^a;)^'b,,,i•JSia,a;)''K,^+:S{a,^^^^^ ^.3 (10.). 

Da nun anter (4.) bewiesen ist, dafs diese Sammen einander gleich sind nnd 
Jede = S.a^ ist, so folgt 

(60 (JÄeoT = 3S«^, 
oder 

(7.) dJf = 3iSf/ 
und hieraus: 

Theorem 6. 
Wenn man die Functionen f und Jf nach den Gröfsen a^i^ J^- 
ferentiirt und statt der Incremehte die entsprechenden Gröfsen b^i^ sub- 
stituirt, so gehen dieselben bis auf einen Constanten Factor der für df, 
= 1, für dJf, =: ZS ist, in einander über. 

§. 13. 
Von dem vorstehenden Satze aus gelangt man a priori zu den Resultaten, 
welche die Grundlage der von Herrn Hesse aufgestellten Theorie bilden, und 
welche erst nachUeberwindnng aller Schwierigkeiten der Theorie der homogenen 
Functionen dritter Ordnung in jenen Untersuchungen ermittelt werden können. 
Herr Hesse beweist nfimlich den folgenden Satz: 
Wenn man die Functionaldelerminante von 

af'\'bJf 
bildet, wo a und b beliebige Constanten sind, so ergiebt sich immer ein 
Ausdruck von derselben Form: 

af+ßjf 
Ich werde jetzt die Operation 

J(af+bJf) 

ausfflhren, ohne den vorstehenden Satz vorauszusetzen und dadurch nicht allein 
den Beweis desselben sondern auch die Bildung der Functionen a und ß in 
schliefslicher Endform geben. 

Man beachte, dafs die Operationen 

d, &", S", d' . . . 

durch Differentiation sofort ausgefflhrt werden kSnnen, also bekannte sind und 
wegen des Theorems 6. auf /^angewandt, immer zu Ausdrflcken von der Form: 

If+fiJf 



i 
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fuhren mflssen. Es soll nan znnicbst die Operation: 

aaf die Bildoog von df, iPf, d^f, ä*f zarflckgefflhrt werden. 
Setzt man in $.11 (5.) statt A^i : aA^i -\- bB,i so ist : 

oder nach Potenzen von a und b geordnet: 

(1.) J{cf\bJf) 

= a' SA,i ^AA)"^ + 3«* * SB,^ {AA)'^ \ 3a6» SA,i {JBB)'^ \ 6* .SÄ,, (Bö)«». 

Dies ergiebt sieb darcb Anwendung der Mac/avrtnschen Reihe, oder ancb 
durch directe Auflösung. 
Nun ist 

also mit fortwährender Berflcksichtigung der Definition von d, nach welcher 
dA,i = B,i ist : 

S'f = ZSB,x{AAY>- 

iPf = QSA,i{BBr^^98,SA,i{AAr, 
wenn man beachtet, dafs wegen Theorem 6. 

^B,i = 3Ä. J,a 
ist; ferner 

«JY= ^SB,i^BBY'^Z%8,SB,^{AAr 

^9.dS.SA,i{AAY^^%7S.:^B,i{AAYK 

» 

Aus diesen 4 Gleichongen ergeben sich sofort die 4 Coeffidenten 
von tfft^b, a6^ ^ in (1.), nflmlich 

SA,,{AAr = ^f 
ZSB,,(,AAr^ = iPf 

ZSA^i(BB)'^ = i(JY— OiS^.J/-) 

SB.iiBBy'^ = Ud*f-9^f.dS—1iiS.^f), 

also durch Substitution in (1.): 

(2.) J(ar-\-bJn 

= (y^2^S- iP.dSyf-\-(d'b^lS6l')^f-\-^ail'd*r-{ ^^f- 
Die Werthe von df, S'f, d'f, d*f sind aber: 
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^r = ^r> §. 12 (5.) 

C3") ;'^/'=3Ä.r, §.12(7.) 

d*f = 3 f. d-S + 6Jf. dS-{- 9S'f = fi9S^ + Z^S)-\- 6Jf. dS 
and dorch Snbslitution in (2.) 

= (zSä'b -j- 3 ^ fl*' + (^ - ^S') *») f+ (at - SSaV' - i^Slf") Jf, 
mithin 

wodurch der Hessesche Satz vollständig erledigt ist. 

Da die Coefficienten von (^, a^i, aV^, tP in (1.) auch selbständig 
vorkommen, so will ich noch, ihre Werihe, welche durch Substitution von (3.) 
entstehen, hier hersetzen: 

SB,x {ÄAy' == S.f 

Die Äuswerlhung der Constanten dS, S^S ist zwar sofort ersichtlich, es er- 
fordert aber die ganze Theorie noch eine besondere vereinfachte und gesetz- 
mSfsige Darstetlung derselben in expÜclter Form, die ich sehr bald geben 
werde. Ich bemerke nur, dafs in der Folge 

(7.) ^S = T 
gesetzt wird, dafs sich ferner 

(8.) ö^S = 24S' 
ergiebt, and dafs sich mit BerQcksichtignng hiervon der schliefsliche Werth 
für Jiaf-i^hJf) in 

(9.) Jiafi^bJf) = (ßSd'b^bTab^^38'b')f-]'ia'-3Sab^-2TV)Jf 
verwandelt 

§. 14. 
Der Weg, welcher in diesen Entwicklungen eingeschlagen ist, führt 
naturgemäfs allmfilig zu den wichtigsten der Function f bei- und unterge- 



1 
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ordneten Formen. Es ist in der That im vorigen Paragraph die Entwicklung 
von dS noch anzugeben , und diese erfolgt durch die nun zu betrachtende 
^rste zugehörige Form von f. 

Theorem 7. 
Wenn man wie in §. 5 das Produkt der 4 Determinanten: 

A, Ä, C, D 

des unvollständigen Systemes 



«1, 


«2, 


«J 


»n 


»2, 


»J 


M>j, 


tOi, 


Wi 


/».. 


Pil 


P3 



bildet, nämlich 

ABCD = 2±ViW2Pi.2±u^W2Pi^^±UiV2Pz.2±UiV2Wi 
und sUUi der Potenzen und Produkte der dritten Ordnung: 

die entsprechenden 

substituirt, die Produkte u^UiU^ aber ungeändert läfst, so erhält man 
eine homogene Function dritter Ordnung der Veränderlichen Ui^ iis, u^^ 
welche eine zugehörige Form von f ist. 

Ferner 

Wenn man das totale Diffierential der ersten Invariante S in Be- 
zug auf die Gröfsen ä^i^ bildet und statt der Incremente die entsprechen- 
den Potenzen und Producte dritter Ordnung: 

U^UiU^ 

substituirt, so erhält man dieselbe zugehörige Form multiplicirt mit | *). 



*) Man kann sich sehr leicht davon überzeugen, dafs die Definitionen der zuge- 
hörigen Formen durch partielle Ableitungen der entsprechenden Invarianten, so wichtig 
sie auch für die Theorie bleiben, doch für wirkliche Auswerthungen unzweckmäfsig sind, 
weil sie für epecielle Formen nicht gebraucht werden können. Sind nämlich einzelne 
Coefficienten von f der Null oder einem andern Zahlenwerthe gleich, so kann man die 
partiellen Ableitungen nicht anders berechnen, als dafs man zuvor die volle allgemeine 
Form di£ferentiirt und dann die speciellen Zahlenwerthe substituirt, wodurch der Vortheü 
der Specialisirung fast gänzlich verloren geht. Dasselbe findet in noch gröfserm Mafse 
statt, wenn zwischen den Coefficienten von f Relationen existiren. 
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Wegen des zweiten Theiles dieses Theoremes soll die erste zuge- 
börige Form durch 

bezeichnet werden; sie ist, wie aus demselben sogleich ersichtlich wird, nicht 
allein in Bezug auf die Yariabeln, sondern auch in Bezug auf die Coefficien- 
ten a^i^ homogen und von der dritten Ordnung. 

Da der erste Theil des Theoremes einerseits wie in §. 5 die GQltig- 
keit der Gleichung: 

(1.) iS;(l/,, U,, D,) = r\Sf{u,,u,,v,) 

sofort dartbut, andrerseits zur expliciten Darstellung derselben sofort führt, 
so will ich zunächst die Uebereinstimmung beider Definitionen beweisen, und 
dann die fernem Entwicklungen an die erste Definition knüpfen. 
Es gilt die symbolische Gleichung §. 5 : 

&8 = A.B. CD, 

m 

daher auch in demselben Sinne: 

t. dS _ d(ABCD) ■ djAßCD) . djABCD) . djABCD) 



Die 4 partiellen Ableitungen werden aber einander gleich, wenn man für die 

Produkte 

«««i«/., v,viv^, to^wiWi,, p^pip^ 

dieselben Gröfsen a^x/t substituirt, also bat man 

« rfS - d(ABCD) 

O— = 4-J7 T" 

Es ist aber ABCD in Bezug auf die Produkte u^UxU^ linear, daher wird 
djABCD) ^^^1^ j^^ ^^g^Q .p^gll^ j^g ^,„ Theorems gleich dem Coefficien- 

ten von tf.ti^«^ in iSy-(t/i , «2 , «3) « also ist dieser Coefficient 

. dS , d8 
t 



und in Folge dessen: 

was zu beweisen war. Das Zeichen S! soll andeuten, dafs man nicht in Be«- 
zag auf X, ly fi, sondern in Bezug auf alle von einander verschiedenen Ab- 
leitungen von S, also einfach summirt. 

Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 17 
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Um DUO die Fanction iSy-(tfi , tf 2 , tis) nach dem ersten Tbeile des 7^ 
Theorems durch die Coefficienten a^i^ aussudrflckeD , hat man, da wegen 
§. 6 (4.) : 

AABCD = 2:S(w,p,^wip,Xuni^,ppr{u^v, + u,iii^)(uu,vvr' 

ist, und wegen §.6 (6.) 

die Gleiehung: 

(2.) 2ABCD = ^:s-(ii,aar(«,r, + if,r,)(ifir,rrrS 

und wenn man die Summalion-fiber q, a ausführt und den Factor 2 auf der 
linken Seite gegen den auf der rechten Seile entstehenden fortbebt: 

(3.) ABCD = 

4- «3 i2(,a, acr (««, ttr"- Vt + :r(a, 11^^(1111, rr)«^?, + -^(a. a,)" (hü, w)«H^,) . 
Es ist aber wegen $.3 (10.) die Vertauschung 

(4.) S{a,ain^ti,pvy'' = -^((aar,i«y^r,r, 
erlaubt, wo, um die Beseichnung zu erliutem, t. B. 

ist. Substituirt man nun (4.) in (3.) und setzt 
so entsteht aus (3.) : 

in einer Form, die nach den Variabein geordnet ist, und ein voUsUndig sym- 
metrisches Gesetz darbietet 

Obwohl ich bald zeigen werde, dafs die in der ersten DarsteHuag (5.) 
vorkommenden Summen sich theilweise noch zusammeuzieben lassen, so bietet 
doch diese Darstellung den grofsen Vortheil, dafs die respediüe in «1, «3, «3 
muUiplidrten Summen die mit dem Faktor ^ versehenen Ableitungen von 
Sf nach tii, «29 ^s eind. Um dies zu beweisen bemerke man 9 dafs das 
Differential von Sf in Bezug auf die Variabein Vi , u, ? i*s dadurch gefunden 
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werden kann, dafs man 

d{ABCD) 

bildet, ond dann die symbolische Substitotion vollziebi. Es ist aber 

d{ABCD) = ACDdB-^ABDdC-^ABCdD, 

weil A von ti| , tf, , «3 onabhängig ist. Die 3 Ausdrücke rechter Hand wer- 
den einander gleich, wenn man die Gröfsen n«;^ substituirf, daher 

dSf(u,,U2,nj) = SACDdB, 
oder 

rfjSy<ifi,fio,%) = 32±ViW2p^2±UiV2Pi2±miV2WiJS+duiW2p^. 
Das Produkt der beiden mittelsten Summen rechts giebt nach §.6 (3.) 

und auf ähnliche Weise das Produkt der beiden fiufsersten: 

^±ViW2PiS±dUiW2p^ = — k^i^cdu^i'^fdn„){ww,ppy^, 
also 
AdSf{Ui , Uj , 113) = 3:SJS(w^pj, -f Wxp,){ww, ppT^du^ v^ + du, v^) (tiw, vv)'^, 

also analog mit (2.)* 

2dSj (w, , V2 , 113) = 32:Sia, air^du^ v, + du„ v^) ( titi, vvy^ 

mit welchem Ausdrucke dieselben weitera Operationen vorzunehmen sind wie 
mit (2.)« Es ergiebt sich aber alsdann das Resultat (5.) mit dem Unterschiede, 
dals vor den Summen statt u^^ «2, 1/3 deren Incremente du^^ dU2^ du^ 
stehen, und dafs die ganze rechte Seite den Factor 3 hat, d. h. es wird 

rfÄK«x,ii,,ii3) = 3(du^2,^du2:S2'\^du,S,), 

wenn man der Kürze halber die 3 Summen in (5.) durch ^1, ^, ^2*3 be- 
zeichnet, so dafs 

* — rfi;^ ^*' 

Cb.J \ * du, ^'' 

■ dSf{u,,u,,u^) -, 

* du, ~ ^' 

Bezeichnet man die zugehörige Form Sf in entwickelter Gestalt durch 

Sf(Ui, II2, «3) = ^s,x^ w« Hl «^ 

und setzt fest^ dafs 

17* 
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ist, wie bei der Bezeichnung von f, so ist 

wo fi constanter Index ist; da aber wegen (6.) 

ist, so folgt darch Vergleichung : 

(7.) ^.a^ = ((flay''aO«H((««)'^«2)'H ((««)'" ^s^S 
und weil s^x^ ungeändert bleibt, wenn man die Indices x, l, fi mit ein-- 
ander vertauscht, so hat auch die rechte Seile von (7.) 'diese EXgenschaft. 
Dieser Salz ist sehr schwer a posteriori zu verificiren und deshalb fflr die 
Function 8f charakteristisch. Ueberhaupt ist diese gesetzmfifsige Darsteliung 
der Coefficienten s^i^^ nicht leicht auf einem andern Wege zu erreichen. Sie 
ist aber besonders wegen^ des zweiten Theils des 7^'** Theorems wichtig, weil 
man jetzt nach demselben die partielle Ableitung der Invariante S ex^ 
plicite dargestellt hat, nämlich: 

****XXK 

(8.) ^^ = i.Ss^xx = 2{((flflraO'H((«ör«2)'H((^«)'''«3)''} 

je nachdem alle 3 Indices oder nur 3 einander gleich oder alle von einander 
verschieden sind. Da die 36 Verbindungen (a^aaY^ schon als bekannt vor- 
ausgesetzt werden können, so ist hiernach die Berechnung der DiiFerential- 
quotienten von S leicht auszufahren. 

§. 15. 
Die Fundamentalgleichungen für die Verbindungen (ß^a^Y^ (§. 6 (8.) 
(9.)} fahren zu einer Eigenschaft der Differentialquotienten von 8 nach den 
Gröfsen a^Xfi» welche allen Invarianten gemeinschaftlich ist, und von einem 
andern Standpunkt a priori entwickelt werden kann. 

Theorem 8. 
Wenn man in den folgenden 9 linearen Gleichungen 

f-3?«i*2*iiri = 2Ä, Sa^^i ^2,1 = 0, Sa^i s^^i = 0, 

^02^1 Sui = 0, Sa^nx 92ni = 2«, ^o^^i^ui = 0, 
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die 10 Gröpsen s^x^ als einfache Unbekannte betrachtet, so giebt es immer 
eine Lösung der Gieichungen, welche durch die partiellen Differential- 
quotienten von 8 darstellbar ist, nämlich 

dS « . dS ^ ^ dS 



*«»« ^'JZ 9 ^^n*l 1 "TTm » "^1 " ~ 



Da die Anzahl der Gleichungen um eine geringer ist, als die Anzahl der Un- 
bekannten, so existiren überhaupt nur zwei Lösungen derselben , welche von 
einander unabhängig sind; die zweite Lösung wird sich ebenfalls im Laufe 
dieser Untersuchungen ergeben. 

Der Beweis des Theorems ist folgender: 

Es seien q und a die constanten Indices Ober welche nicht summirl 
wird, so folgt aus der Gleichung (7.) des vorigen Paragraphen: 

2:{aaay^a,y'^a^ay<^^y'+C{aay'a,y'}^.^i = i^ 

und wenn man statt der Potenzen und Produkte zweiter Ordnung ti^if; die 
entsprechenden a^^i substituirt, 

-2'V^-i = ^aaay^oO'''a,,zi'^aaay^a,y'a,,x^:Si{aaf^a,y^ 

also mit Hälfe des Vertauschungssatzes : 

^Va«a«i = :Sia,axy^a,a,r' + 2(,a,a,y^(a,ayi-:S{a,a,y^(a, 

Ist nun Q von a verschieden so sind diese 3 Summen wegen §. 6 (9.) 
= Null, und ist Q=^a, so ist wegen §.6 (8.) eine der 3 Summen = S, 
die beiden andern =^S, mithin 

(2.) 2a^,is„,i = 0, 2a^,x s^,x = 2«^, 
wenn q und a verschieden sind, was zu beweisen war. 

§. 16. . 
Nach §. 14 (5.) ist 

(1.) Sf(u,,u,,u,) = S:saaayf^a^y'u,uxu^, 

wo die Summation über alle Werthe 1, 2, 3 fflr q, x, l, fi auszudehnen ist. 
Nach dem Vertauschungssatze ist aber auch 

und beide Darstellungen zeichnen sich durch eine gewisse Symmetrie aus, die 
fflr allgemeine Entwicklungen schätzbar ist. 
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Nichts destoweniger sind diese Formen fflr specielle Berecbnangen be- 
deutend verkfirzbar, indem sie den bei allen Determinanten und Invarianten 
yorl[ommenden Relationen genflgen. Es gilt hier das folgende Theorem: 

Theorem 9. 
Wenn man in (L) die Summation in Bezug auf q vnferldfet 
und (> = 1 , 2 oder 3 setzt, so wird 

und 

(4.) :saaay^a,^u,u,u^ = 0, 

wo Q und a verschiedene aber consiante Indices sind. 

Um dieses Theorem von dem hier zu Grunde liegenden Principe ans 
zu beweisen, soll allein das Produkt: 

B.C.D = —2UiW2Pz2UiV2P3 2Ui^V2Wi 

ohne A gebildet werden, welches in Bezug auf jedes der Systeme v^, w^, p^ 
nur von der zweiten Ordnung ist, und dann sollen statt der Potenzen und 
Produkte zweiter Ordnung: 

Vj,Vi die entsprechenden a^g 

w^wi - - - a,»^ 

PnPl - - • «3*1 

substitnirt werden. 

Es ist, §• 6 (3.), 

2Cjd = -^{uu,wr\w,pg\wip:i 

oder nach Ausführung der Substitution fOr r^r^ 

(5.) %CD = -2{:uu,a,r\w,pg\wip,\ 
Da 

B = —{«iCtTj/?, — ii^3;f2)4ti2(fi^3|i, — iri/>,)-f ir,(iri/F2--ir,/F|)} 

ist, und nach Ausfahrung einer sehr einfachen Hultiplication 

!K^^Pz — U)^p^^^i>^Pl\Wlp;i = (a«fli)" 
iM>%Pi — w^p^{w^PiArWip;i — {a^üiT 
{w,p2 — W2Pi){w^Pi'\'Wxp») = (a^Äa)" 

wird, nachdem für w^wi und p^pi die Substitution ausgeführt ist, so folgt: 
i702BCD=u,2(uu,ad'\a,axy'^U22(uu,a^y\a,ai)^^^ 
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oder nach dem Vertauscbungssatze : 

2BCD == fii-S((fla)%yyii,+ti2-r((a«)%)'^ii«fii + ii3-S((Äfl)"^^ 

Man Snderl das Produkt BCD nicht, wenn man zuerst BD bildet und 

mit C multiplicirt , oder BC bildet und mit D multiplicirl , im ersten Falle 

würde sich 

2BCD = 2aaaf^a,y'u,u,n^, 

im zweiten 

2BCD = S(jiaay''a,y^ti^uxu, 

ergeben, mithin ist 

die Summe dieser 3 Summen ist aber = 

daher ist jede derselben =^iSf{Ui^^2^^i) w. z. b. w. 

Bitte man statt r.r; = A|.a 2u setzen, was zu Gleichung (5.) ffthrte, 

snbstitttirt, wo ^ = 2 oder 3 sein soll, so würde sich auf demselben Wege 

2BCD = JSiiaayf'a^y^u.UxU^ 

ergeben haben; bildet man aber, wenn (> = 3, zuerst BD und multip'licirt mit 
C> so würden die (6.) entsprechenden Gleichungen, z. B. die erste: 

(8.) (V2ps — ViP2)(v^P]i + Vip^) = V2V^PsPi'{^92^xPzPm — VzV^P2Pi—v,ViP2P. 

= «War «332 -f Ilj2l ^33, «33, 0^ — II33Z «32x 

= 0, 

und ebenso die übrigen; bildet man ferner, wenn (> = 2, zuerst BC und mul- 
liplicirt mit D, so würden sich wieder die (6.) entsprechenden Gleichungen 
(8.) analog ergeben, daher folgt 

:sa^ay^o^y'u,uxu^ = o, 

wenn ^^=2 oder 3 ist, und überhaupt die Gleichung (4.)- 

Als Controlle der vorstehenden oder der Gleichung (4.) kann man 
bemerken, dafs sie durch Substitution von 

in 

^saaayf'a.y'a^ = 
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oder durch Yertauschang und durch SubstitalioD von 1, 2, 3 fQr /u in 

übergeht, welche Gleichung wirklich wegen §.6 (9.) erfüllt ist; doch kann 
aus (4.) nicht das Verschwinden der einzelnen Summen des vorstehenden 
Ausdruckes abgeleitet werden. 

Man erhält schliefslich noch Relationen zwischen den Bestandtheilen der 
Function Sf, wenn man die Relationen fOr jS (§. 6 (8.)i (903 oach den Coef- 
ficienten a^^ differentiirt, statt der Incremente die entsprechenden Potenzen und 
Produkte u^ti^u^ substituirt und beachtet, dafs zugleich iS in ^Sf übergeht. 

Wendet man diese Operation auf Sf selbst an, setzt aber statt der 
Potenzen und Produkte u^UiU^ zuvor die davon verschiedenen ri^riirj^, so er- 
hält man eine Function der Yariabeln t/i, v^^ t/3 und 171, 1729 ^39 deren Coefficien^ 
ien das doppelte der zweiten Ableitungen von S sind, vorausgesetzt, dafs 
man den nach der Differentiation sich vorfindenden Zablenfaclor 3 forlläfst; 
in der That kann man auf eine sehr einfache und gesetzmäfsige Weise diese 
Differentialion ausführen, wenn man bemerkt, dafs wegen (3.) die Function 
^Sf nach den Coefficienten Ui^i geordnet und differentiirt 

nach den Coefficienten i/jxi geordnet und differeatiirt 

:saaay^uuy'da,,iu^, 

nach den Coefficienten a^^i geordnet und differentiirt 

:Si(aay^uuy'da,^u^ 
giebt. Bezeichnet man also 

so giebt die Summe der vorstehenden Ausdrücke 

oder 

(9.) 



•SiKtti»«»,«!; »?i,»72,'7j) = ^(.(aayfuuy%i]irj,u^ 



In dem speciellen Falle, wo die Variabein 7} und u einander gleich sind, giebt 
die letzte Form «S,^s= 0, weil (171;, «w)** = («tr, km)"' = wird ; man erhsU 
daher den Satz: 
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Wenn man die Invariante S zweimal nach den Gröfeen a^i^ dif-^ 
ferentiirtf und jedesmal ntatt der Incremente die entsprechenden Potenzen 
vnd Produkte u^u^u^ subs/ifuirt, so entsteht identisch Nutl. 

Die Coefficienten der Form (9.) sind übrigens die ersten Ableitongen 
der s^i^ dividirt durch 3, letztere aber die ersten Ableitungen von i9 molti- 
pUcirl mit ^^ also sind die Coefficieulen von (9.) wirklich die Hälften der 
zweiten Ableitungen von jS. 

Von deti zweiten Grundformen der l\omogcnen Functionen dritter Ordnung von 

drei Veränderlichen. 

§. 17. 

Aus den Sätzen des §.2 geht hervor, dafs man durch jede für eine 
Covariante, zugehörige Form oder Zwischenform gebildete Grundform eine 
solche auch ffir die ursprangliche Function erhält. Geht man insbesondere 
von denjenigen bekannten Formen aus, welche in Bezug auf die Variabein 
von derselben Ordnung sind, wie die ursprangliche Function, so hat man auf 
diese die Theorie der ersten Grundformen nur wörtlich anzuwenden, um neue 
zu erhalten. 

Es läfst sich dieser Salz auch noch dahin erweitern, dafs, wie sogleich 
ersichtlich ist, jede aus einem Functionensystem gebildete simultane Grund- 
form ebenfalls Grundform der ursprünglichen wird, wenn dasselbe aus der 
ursprünglichen Form und ihren bereits bekannten bei- und zugeordneten For- 
men besteht. Man kann denselben daher als zweckmäfsigen Ausgangspunkt ffir 
eine weitere Entwickelung der Theorie anwenden, wenngleich nicht zu ver- 
kennen ist, dafs Originaldefinilionen auch der zweiten Formen, selbst wenn 
sie complicirler sind, zur Entwickelung der Uebergänge solcher Formen, 
welche ganz oder theilweise von einander abhangen , von grofser Wich- 
tigkeit sind. Ich werde die Theorie nach beiden Richtungen verfolgen, und 
zunächst einen sehr einfachen Satz über die Bildung simultaner Grundformen 
hervorheben. 

Theorem 10. 
fVenn J^ eine Grund/brm für die homogene Function f der p^^" 
Ordnung bedeutet, deren Coefficienten durch die Buchstaben a bezeichnet 
werden, und Jab ^iue simultane Grundform für f und eine zweite 
homogene Function (p der p^'" Ordnung, deren Coefficienten durch b be^ 
zeichnet werden, so /cann man immer eine Form J^t, dadurch erhallen^ 

JounuJ für Mathenutik Bd.LV. Heft 2. 18 
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iafs man J^ tMch den Coeffidenten m differentiirt und eUUi der Incre^ 
mente JUe ents/Hrechenden b substiimrt 

Es folgt hieraus unmittelbar^ dafs man die Differentiationen so oft wie- 
derholen kann, als die Ordnung von Ja in Bezug auf die Gröfsen a betrSgt^ 
wofern Ja eine ganze Function ist: 

Der Beweis des Satzes ergiebt sich sofort, wenn man bemerkt, dafs 
die entsprechende Grundform fflr die Function f-^k.tp, wo k eine Constante 
bedeutet, nfimlicb Ja+uj ^^^ Gleichung 

genflgt, wenn der Voraussetzung gemftfs, 

^;. = r^.J, 

gesetzt wird. In Folge davon mflßsen alle Coef&cienten der Potenzen von 
k in der Entwickelung von J^^u dieselbe Eigenschaft haben, der Coefficient 
von k gfebt aber die im Theorem bezeichnete Form J^h^ and die flbrigen 
sind durch die höheren Differentialquotienten darstellbar, wie die Maclaurin" 
sehe Reihe lehrt. Es ergiebt sich flberdies, dafs der Exponent il in r^ fflr 
alle diese Grundformen derselbe ist. 

§. 18. 
Wenn man die beiden Functionen 

^ '^ ) Jf{x^, a?2, ^3) = ^Kl^ ^n^l^^ 

zn Grunde legt, und auf dieselben das 10^ Theorem anwendet, d. h. jede 
Form, die in Beziehung auf f Grundform ist, nach den Gröfsen a^^ differen- 
tiirt und statt der Incremente die entsprechenden b^x^^ substitoirt, so ist diese 
Operation keine andere als die bereits in $. 13 betrachtete, welche dort durch 
8 bezeichnet wurde. Behalt man jetzt diese Bezeichnung bei und bemerkt, 
dafs wegen §.11 (1.) 

ist, also die Coeficienten V^i^ den Factor r^ mit sich f ihren, so giebt jede 
Grundfortn J fflr f, welche der Gieichang 

IpenQft, eine neae dJ, fir welche die Gleiehaog: 

(2.) dJ" = r^^'^.dJ 

statlfsdet, daher felft: 

Theorem 11. 

Wenn man auf üe waUn Grvndformtn: die Invariante 8, die 
XuMükenförm 9. die xuaehöriae Form Sf und Se Covariante M, welche 
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den GUickunßen: 

(3.) Ä' = f^Ä, ff = r'0, S; = f^S/^, J'f^r'Jf 
GenUge leisten, die Operation d anwendet, und die Bezeichnungen: 

(4.) r=icr«, H^ide, 2>=i<JiS?, 

einfahrt, überdies bemerkt, dafs wegen §.12 (7.) 

(5.) idJf= f.S 

ist, so entstehen die Grundformen: 

T als zweite Invariante, 

H als zweite Zwischenform, 

Tf als zweite zugehörige Form, 

f. 8 als zweite Covariante, 
von denen die letztere abgesehen vom constanten Factor 8, die Ursprung'- 
lieh gegebene homogene Function ist, und man erhält: 

(6.) T = r\T, H' = r\H, T}:=r\Tf, f\8' = r\f.8, 

wo die Exponenten von r überall um zwei Einheiten höher sind, als in 
den für die ersten Grundformen stattfindenden GMchungen (3.)* 

Die AusfOfarong der Differentiation d ist in allen FAllen bereits im Vor- 
stellenden gegeben, so dafs man die explieita Form sogleich hinschreiben 
kann; bemerkt man nfimlich, dafs nach $.14 (8.): 

*laT ^ "^^ 

i ^S _ 3- 
i^ — — ^^jtai> 






ist, so folgt 



mithin: 



MtCM 



*MM9 



idS = 2»,iJ 



mI/a ^nlfi 9 



(7.) r = i<>S = i^«,a^ft,l;.. 

Man erkäit also 6T, wenn man in 8f, ttalt der Produkte u^u^u^ die 
entsprechenden b,i^ sttbstitmrty folglick wegen $. 16 (1.}: 

(8.) 6T = SSiüaura^r'Ki == SS{a,a{r{a^Kr. 
Da ferner nach $. 16 (9.) 

"•«iti 

18* 
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ist, so ergiebt sich l^Sp wenn man in der vorstehenden Gleichung statt 
VicViVr ^>6 entsprechenden b^i^ sabstituirt^ also 

Tf = i^Sf = :S2aaay''uuy'b,,,.u^ 
oder 

(9.) Tfiti,, f/,, V3) = :S2i{aay^b,y'u,u,u^. 

Man beachte, dafs sowohl bei (8.) als (9.) die direcfen Differentiationen die 
dreifachen Resultate in nicht zusammengezogener Form liefern würden, was 
besonders hervortritt, wenn man (9.) mit der Darstellung §«16 (1.) von Sf 
vergleicht, die nach der gegenwärtigen Indiceshezeicbnung 

geschrieben werden kann. Es zeigt nämlich (9.)^ dafs !man nur in Bezug 

auf die durch a^ augedeuteten Gröfsen a^„ zu differentiiren hat, um ^dSf 
zu erhalten. 

Die Darstellung der zweiten Zwischenform ist sehr einfach; ich er- 
innere zu diesem Ende, dafs (§. 9 (4.)} und (§. 12 (lOD 

1 ^y I f A 

(10.) < ; ' 

gesetzt war, und dafs 

ist. Hieraus folgt, da = Su^Ui(AAy^ Q§.9 (6.)) ist: 

de = dSti^tixiAAr' = 2u,Ux(ABr'^-2u,Ux{BAy' 

= 2JSu,Ux{ABy', 
folglich 

(11.) ir = 1<J0 = Su^UxiABy^ 

oder auch mit BerQcksichtigung von (10.): 

(11») H = SSu^Uxia^baT'^.^o' 
Ich werde jetzt die verharzten Darstellungen der Invariante T und 
zugehörigen Form Tf geben und die Grundgesetze dieser Formen analog mit 
der Theorie der ersten Grundformen entwickeln und bemerke hierzu, dafs 
wiederum die Zwischenform H den Ausgangspunkt bildet 

§. 19. 
Die Zwischenform H läfst sich durch folgende ursprangliche Definition 
erhalten : 
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Theorem 12. 
Wenn man 

V = r X 0?! -|- t72 a?2 -f" ^3 ^3 

setzt, $o ist immer die zweite Zwischenform H durch 

(2.) H = S±UiV2Pi2+UiV2Ws(2±&iW2P3yv*^, 

oder irgend einen analogen durch Vertauschung der 4 Systeme v, w, p, & 
gebildeten Ausdruck darstellbar, wenn nach Ausführung der Multiplieaäon: 

^M^l^^ = ^Ml/if ^M^X^fi = ^Ml^f P^PlPfi = ^MlfAf ^M^l^^ = ^xlfä 

gesetzt wird. 

Da alle 4 Systeme durch dieselben a^i^ ersetzt werden, so giebt die 
Verlauschung in (2.) wirklich immer dasselbe Resultat. Der Beweis des 
Theorems selbst ist sehr einfach: Man hat 

S±UyV2PzS±u^V2W^ = i^iM^^P^YKw^Pi^'Wip;) 
(2±&,w,p,f = 2(pp,wwy'»^&, 

also multiplicirt : 

ff = \SJ:2(jiu,vvr^(j9,Wi'{^piW,){pp,wwY^»^»^&^v,x^x., 
= 2S2{uu,vfoY\a,axTa,^rVoX,x, (§•«(«•)) 
= SSS{uu,wr'b^v,x^x, (§.11(40) 
Die Ausfflhrung der Summation Aber q allein giebt wegen §. 18 (10.) 

ff = 2S{uu,wY^B^iV^x„ = 2S{uu,BY^vjOxV^^ 

= s;s;{uu,BY^a^i„x^ 

und wenn man noch Aber a summirt und wieder §. 18 (10.) benutzt, 

ff = S{uu,BY'A,x = S{ABY^u,nx, 

was SU beweisen war. 

§.20. 
Man kann die Determinantengleichung §• 7 (2.) 

— ABCOff" == ABwp{2±»^U2V^Y-\'CDuv(,S±&,w2Pif 
(1.) { -{• ACvp{2±»,U2W^y-^BDuw{2±»,V2p,y 

+ ADvw (-2 + &, u^pif + BCup {S± &, V2 w;f 
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dazu benutzen um eine fOr die Folge fundamentale Umformung der Coeffi- 

cienten 

{ABY^ 

von H zu finden. 

Man bemerke zuvörderst, dafs (§. 14 Theorem 7.) 

ABCD = S^(ti,,ti,,fi3) 

wird, wenn v^VxV^ = a^x^, ^n^i^f^^^^nin^ PnPiPf. = «w/. gesetzt wird. 
Differentiirt man 

A.B. CD 

nach den Gröfsen u^^ U2^ th ^^^ ^^'^^ ^'^ der Incremente &i^ &2^ ^^^ 
so ergieht eich daher, wenn durch d diese Differenüätion angedeutet wird: 

und wenn man ^-^^iS^^ = a^i^ setzt: 

diA.B.C.D)»' = ^:Saux^,x,^^^:Sa,,iX,x,^^^2a,,xX,x, 
oder 

Fahrt man dieselbe Operation auf der rechten Seite von (1.) aus, so ergeben 

sich 4 verschiedene Gruppen, von denen ich immer je ein Glied hersetzen 

will, nfimlich: 

(a) = AdB.w.p{S±&yU2v;f 

(ß) = 2AB.w.p{2±&^U2V^XS±&^»2Vi) 

(y) = {CdD'\^DdC).u.v{S±&^W2P3f 
(^) = CD&v(2±&,W2Pi)\ 

Da jedes Glied dreifach vorkommt, und dnrcb die Vertauschungen von v, w, p 
erhalten wird, flberdies fOr die Producte immer dieselbe Substitution 

auszufahren ist, so werden diese drei Glieder immer einander gleich, daher 
ist zuvörderst 



Aber ans Ansicht von (/?) ergiebt sich sogleich 

(/9) = weil 2±&^»2t^^0 
ist, ferner wird 



/O. Aronkold., Theorie der homogenen Functionen äritijtn Gra^s. 143 
nach der Definition (Theorem 12 (2.)); daher ist 

eine ümfürmungegldchung der zweiten Zmschenform. Nun folgt aber 

auch leicht, dafs 

(y) = 

ist, denn es ist aosfflhrlich geschrieben: 
(y) = {CdD^DdC)u.v{S±&^w2p,)^ 

und nach der Sabstitulion der a^x^i ist es gleichgflitig ob man hierin ^ mit tr 
oder mit p vertauschl, daher ist auch 

I-S'i tr^rj/ia -2*+ S'iV2Wi'\'JS +U1V2 w^ 2 + d-^^ rj/^a] 
+2±U^V2Ps2±W,V2^zj'^±UiV2&iS±WiV2Py\uv{JS±9^W2Pif\ 
+-2'± UiV2^Z 2±Pl^%Wz + S±%i^V2U>^ ^±Pi V2 ^sl 

da aber JS+&j,V2Wi=::—JS+WiV2^i u* s. w. ist, so heben sich die 6 Glie- 
der der Parenthese gegenseitig aof, ond es ist (y)=:0; somit bleibt: 

Es ist endlich ansfflhrlich geschrieben: 

= ^S:SS(ww, ppy^{w^p„ + u»„;»,) {&», wy"{v,»i + r,^,) «^ «, x^ x„ 
= S22{fl, «a)"' («. «iV «^ »T a?, a?. 

indem man nur die Glieder sn berflcksiohtigen hat, in welchen (i, x = q, a ist, 
weil nach dem Fnndamentaltheorem fflr i9 

Ist, wenn ^, a und fi, r von einander verschiedene, constante Indices sind. 
Nach dem andern Theile des citirten Theorems ist aber 

'22{a^a„)'^{a,aiT = iS und 

daher wird 

— («) = SSu^v„XfX, = iS(tii*,-f «,a?,-f iijx,)» 
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und die Gleichung (2.) geht Aber in: 

welche die schliefsliche Transformation enthält. 
Setzt man noch die Werthe von 

1 SS 

ein, so ergiebt sich 

fl = ^(JÄ)«'«,«, = ^(^^,,,jM,«, +^^,„,tt,tt,+ ^X,3,,«.M,) 

— 8(Ui Xi -f Mj ar, -j- «j Xif, 
also 

(4.) (ABr = i(^^i«.+ ^*-^+ ^*3,0-'»^.^•^ 
Da wegen (ll.*) (§. 18) ' 

ist, wenn der Kflrze halber (a^*a-f ^a*?)'^ statt (« ^ *a)'^ + (^a ^^^'^ geschrieben 
wird) ferner 

df ^ df ^ df -, 

also 

* ( dx" *''^ "l" dil ^^'^ + rfF ^-*^) = ^ -^e ^^ (^lea ^l«i + ^2ea *2W -j- ^3^0 *3*1 ) 

ist, so folgt: 

Theorem 13. 

Die Summe der Produkte der Coefficienlen irgend einer zweiten 

d*f 
Ableitung ^^ — 4 — von f mit den entsprechenden einer zweiten Abteilung 

i-T — :/— von Sf, nämlich: 
• dundui ' 

I 1 %f ^^ \ dS , dS\ 

yi>6^^ wenn q, a von x, X verschieden sind, 

(5.) öiea«l«iT^2^a*2xl+«3ea*3.Z = ki^Q^o^' Oab^Y\ 

und so oft (),a = x,X ist, 

(6.) iiui*i,aT«2xi*2x2 + <y3x2^3xi = i{oJi'\-axKy^i'S. 

§. 21. 
Ich werde jetzt die ursprüngliche Definition der Invariante T geben, 
und aus derselben eine doppelte Darstellung der zweiten zugehörigen Form Tf 
entwickeln. 



iO. Aronholdj Theorie der homogenen Funeiionen dritten Grades. 145 

Theorem 14. 
Wenn man in den 3 Determinanten 

das ihnen gem^nschaftliche System 

Pl'i P2J P3 

der Reihe nach durch 

Vn Vz^ Vi 

ersetzt, und die Ergebnisse respecthe durch 

bezeichnet, ferner wie früher 

D = —2±UiV2Wi 
setzt, so ist 

(1.) er = A,B^c^D{2±Th&2i,f 

oder auch gleich einem der 6 andern Ausdrücke, welche durch Vertäu-- 
schung von tj, ^, d- aus dem torstehenden hervorgehen, wenn man jedesmal 
nach Ausführung der Multiplication 

^M^x^M = ^"^fi^ ^nViV^ = a^x^, ^ w^WiWf, = a^i^ , 

'nmVl%'=^*Xfi> ^n^l^ß=^^Hlfi9 ^x^l^^^=tS,Xfi 

setzt. 

Wiewohl sich die Ausfahrung der Multiplication aus den Entwicklungen 
des vorigen Paragraphen ergiebt, wenn man dort die Variabein a:i^ x^^ x^ 
durch die partiellen Determinanten 



"a?l = 1?2^39 ^2 = %?19 ar, = 1?ij2 

ersetzt, so will ich dieselbe dennoch voUslSndig geben, um dadurch ein allge- 
meineres Resultat ersichtlich su machen, welches in der Folge gebraucht wird. 
Man bilde 

k = A^{B^C^^B^C^:)D{2±ri,»2K,r 

indem man den Vertauschungsausdruck von & mit ^ hinzufügt; dann xnufs 
erwiesen werden, dafs 

er = i* 

ist 

Jonnial für Mathematik Bd. LY. Heft 2. 19 
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Nun ist nach der Definition: 

was offenbar aus 

entsteht, wenn man letztere Gleichung nach v^^ V2^ v^ differentiirt und statt 
der Incremente iTi, W2^ w^ snbstituirl, daher wird 

(2.) -{ÄcC^ + ß^Q} = i-S:(fiu,(ru. + trf;)r(^,?, + ^,p, 
ferner 
(3.) —A^.D = 2+v,W2ri3^+v,W2U^ = i2(ri^u^'\-7i^u^)(vv,wwy'' 

(4.) (:s+r},&,^,f = sn^riim, Kr^ 

also nach Mulliplication der 3 Ergebnisse: 

und wenn man zunächst fflr 9'&& und ^ die Substitution ausfahrt: 

Für rjriri, uuu soll die Substitution zunächst nicht ausgeföhrt werden, man 
kann aber, da fi mit r vertauscht werden darf, ohne dafs der Ausdruck 
sich ändert: 

schreiben, wenn man überdies den Vertauschungssatz anwendet, so dafs man 
nach Ausföhrung der Substitution fOr vvv, www: 

(5.) Ar = 2222{uu,(,aar^y\a^a,y-ri.ni'nM^r 
erhält, oder 

(6.) \k = 222{J,aay'^{aay'y'u^u,ti,7i,n,ri,. 

iMan bemerke, dafs bei dieser Entwicklung weder eine Vertauschnng der 
Systeme 771777 mit S^&9- und ^^C noch der Systeme uuu mit vvv und www vor- 
ausgesetzt ist, so dafs sie auch dann noch gültig bleibt, wenn uuu und rjrjri 
ganz beliebige Gröfsen bedeuten. Ferner beachte man, dafs in der Glei- 
chung (3.) das System ti^, ti,, u^ durch jedes andere ersetzt werden kann, 
also auch durch die Differentiale: 

dui , du2 , dui , 

ohne dafs bei der Zusammenziehung ein anderer Effect entsteht, als dafs 

(7.) \k = 222:i{aay^{aay'y''u^u,du,ri,7iiri^ 
wird. 



W. Aronholdß Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 147 

Aus der Gleichung (6.) folgt nun das zu beweisende Theorem, denn 
setzt man jetzt noch: 



so wird 



weil 



-S'CCaara.r = V/« C§- 14 (7.)) 
:£{a^aaY^a,x^ = b^,^ (§.11(4.)) 



ist. 



§. 22. 

Theorem 15. 

Wenn man in dem die Function T definirenden Ausdruck 

(1.) A,B.C<,.D{2±ri,&,^,y 
entweder die Gröfsen 

u,, t/2, Wa, 

oder die Gröfsen 

als die Variabein betrachtet, und jedesmal für die übrigen Potenzen und 
Produkte dritter Ordnung die entsprechenden a^^i^ setzt, so entsteht in 
beiden Fällen eine zugehörige Form. 

Der Beweis ergiebt sich sofort aus der am Anfange dieser Abhandlung 
gegebenen Definition der zugehörigen Formen. 

Bildet man die erste derselben, so hat man in der Gleichung (5.) des 
vorigen Paragraphen 17«^^^/! = ^»^ zu setzen, dieses giebt 

:s:s:s (uu, (a ar'y^ («, a,y a,,^ u, 

oder 

:S2:2 (fiti, (a fl)-)^^ («e ^oT' a,i^ «r 

= 2:2{uu,{aa)f'^y'b^,^u, 

= 2:2{b^{aaY'y^u^u,u, = Tf{u,, «,, n,) (§. 18 (9.)). 

Es entsteht also durch die ersten der angegebenen Operationen die schon de^ 
finirte zweite zugehörige Form Tf. Die vorstehende Definition derselben giebt 
aber ohne alle Rechnung sofort eine sehr wichtige Eigenschaft derselben an. 
Wenn man nämlich die Form (1.) nach tii, 1I2, u^ total differentiirt, 

19* 



148 fO, Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grade». 

so entsteht 

A^{BiC»dD-\-BidC<,D-\-dB^C^D}(S±&,7j,^,)\ 

welcher Aasdruck 

= SA,BiC»dD(2±&,r},^yf 

geschrieben werden kann, weil aas einem der 3 Glieder die beiden andern 
folgen, wenn man die 5 Systeme v, w, t}, ^, & passend vertauscht. 

Hieraus folgt wegen (7.), dafs 

rfT^(«„ «,, «,) = 3SS(b/aäy"^f'u^u,du, 

= 3 {2ib^ (a ayy «, tt„ rf«i+^(*^ (aayy «, u„ du, +^(*^ (a ayy u, u„du, , 
d. h. 

(2.) ^ ^^f(y."«) = 2ib,iaarru,u„, 

WO T constanter Index ist. 
Setzt man nun 

(3.) Tf{ti,,U2,v,) = 2t^,^v^u„u^, 
indem man wie bei allen Bezeichnungen dieser Art die Gleicliheil von 

einführt, so ist 

wo T constanter Index ist, also in Vergleichung mit (2.) 

(3.») t^ar = {(*i(öfln^H(*2(flarr+(*3(^«n^1. 
d. h. man kann in diesem Ausdrucke die Indices q, a, r nach Belieben ver- 
tauschen, und erhält auf diese Weise eine einfache symmetrische Darstel- 
lung der Coeffidenten von Tf, von welchen sehr bald nachgewiesen wer- 
den soll, dafs sie die partiellen Ableitungen von T sind. 

Fdgt man ferner noch hinzu, dafs weil (§. 18 (4.)} 

ifSf = STf 
gesetzt war: 

(4.) is^ar = 3^,^ 

ist, so folgt aus §.14 (7.): 

^t,^ = 3{ia,(aar')^'\^{a,,aary'-\' ia.iaarr) 
3/^, = (ib,(aay^^+ib,{aay^^^Cb,(iaary' 

+ («1 {ab + *ayO^ + (ö2 {ab + bafy^ + (a, (ä* + ba^y. 



iO. Aronholä, Theorie der komogenen Punctianen dritten Grades. 149 

Das erste Glied der rechten Seile ist aber wegen (3.*) z=t^^j, also 

(5.) V = * lC«i («* + ^^y^T + («2 {ab + ba^^ + K (a* + bary^ } , 
es ist daher ersichtlich, dafs durch die Darstellungsweise (3.) die Berechnung 
des sehr complicirlen Ausdruckes (5.) flberflössig wird, die Differentiation d 
würde ihn aber erfordert haben. Die Verification der Identität von (8.) und 
(5.) ist a posteriori sehr schwer auszuführen, während sie aus dem hier be- 
nutzten Prinzipe ohne Weiteres folgt. 

Geht man nun zum zweiten Theil des Theorems (15.) Ober, so ergiebt 
sich eine zugehörige Form, welche mit den Variabein t/i, ti^^ ri^ geschrieben 
aus §. 21 (6.) folgt, wenn man dort 

setzt, nämlich 

Zf= :s:S2i{aar{aar'y-a^„f,,rj,ri^ 

oder auch 

d. h. wegen der Definition von *^^^ §.14 (7.): 

(6.) Z^ = ^^ V/* (^e ^oY^ ^* ^^ ^H > 
wenn man wieder tif, u^^ u^ als Variable schreibt. Die Werthe Tf und %f 
sind formell so von einander verschieden, dafs ein Zusammenhang beider nur 
durch höchst complicirle Transformation gewonnen werden kann. Die Be- 
rechnung beider Functionen für die specielle Hessische Form zeigt Ihre Iden- 
tität, woraus freilich auch im Allgemeinen die Identität hervorgebt. Indessen 
handelt es sich hier einerseits darum, den Zusammenhang der Formenbildung 
zu erkennen, andrerseits die Coefficienten von %f in ihrer einfachsten Form 
darzustellen. Nachdem ich sehr viel Zeit und Mühe auf die Entdeckung dieses 
Zusammenhanges verwandt hatte, der auch für alle hier folgenden Sätze fun- 
damental ist, . stellte sich derselbe in seiner einfachsten Form als das die 
Zwischenform H betreffende Theorem (13.) dar, aus welchem er sofort her- 
vorgeht. Entnimmt man nämlich aus (5.) 

wo T ein constanter Index ist, so ist auch 

ond wegen des 13*^" Theorems: 
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indem nar dann das Glied mit iS> hinzulritt, wenn g, a = x, % ist. 

Es folgt aber aus §.8. (10), wenn man dort Vj,VxV^=^a^Xf» setzt, 

daher ist 

= 22{a^axT8^xr^^u,. 
Bildet man nun 

80 wird 

(7.) Tf = :S2{a,axy's,xr^^u,u, = S^;. 

es ist daher die Ideniitäl der beiden zugehörigen Formen des fünfzehn^ 
ten Theorems erwiesen. Ferner aber ist dann auch 

wo T constanter Index ist, also folgt 

(9.) t^ar = :S{a,axrs,xr = ^{a.axTs^x, = 2{a,axrs,x,> 
während aus (6.) hervorgehen wQrde, dafs der Coefficienl von tt^^u^u^ in Zf 
mit seinem Zahlenfactor 6 

= 2^(a, üxT s,u + 22 {a, a^T s^xa + 22 (a, n,)- s,x, 

ist, wenn alle Indices verschieden sind. 

Die Function %f läfst sich in Folge der Gleichung (7.) definiren durch 

(^^•) *^'^"««^"^ = ^^' 

wenn man stall der Potenzen und Produkte x^x„x^ die entsprechenden 
s^ax subslituirl, denn es ist 

Jf = -2:(J[J[rrfJ^^, also 

= Z22(^a^axTu^u„{UiXi x, x^ -f «j a^j a;, x^ -f u^x^ x,Xi) 

= 3^^(fl, UlT 1/ j M„ («, *l,i -f «J »^i 4- «3 *3,;, ) 

= ZZf. 
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Hieraus ergiebt sich aber (§. 9 (6.)) 
(11.) 0.11 = -2*(Jilrii^if^(tiiXi-f ti^ara + Wj^a) = 3^, 
wenn man wiedermn x^ x^ x^ = «^^^ ^^'^^ > tin J ^ tö/>/ sich die Glei-- 
chung (8.) so aussprechen, dafs zugleich mit x^x„x^=^s^„ 

dl«) ^ = 0.«, 

wird. 

Es bleibt nun schliefslich noch zu untersuchen, in welcher Beziehung 
die Gröfsen /«^^^ welche durch (3.*) oder (5.) oder (9.) definirt sind, zu den 
partiellen Ableitungen der Invariante T nach den Gröfsen a^i^ stehen. 

Bildet man die Function: 

80 erhält man jedenfalls eine zugehörige Form, es besteht aber das Resultat 
der Differentiation ans zwei Theilen, nämlich es ist 

Da aber wegen $.16 (9.)'- 

ist, so folgt, wenn man ViVaVt^^eor seM^ 

= 2aaayfb^y'u,u,u^ = Tf. 
Dies ist der erste Theil, der zweite wird wegen (10.) 

Daher erhfilt man 



^^'■^, "*'"''''' = 3^' +3^' 



oder, da Zf= Tf ist, 



Fafst man Alles zusammen, so entsteht schliefslich das folgende Theorem: 
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Theorem 16. 
Die folgenden drei zugehörigen Formen: 

Tf = dSf = St,t^u,uiu^, 
Xf=e.u (a?^a:,ar^ =*,„), 

^, dT 

sind einander gleich, also: 

•^ — = 6tj,x^, wenn x, X, fi verschieden sind, 

(13.) \-2 = 3/,,i, wenn x, l verschieden sind, 

dT 

- = t. 



da, "" 



'XMK 



und die Werlhe dieser DifferentialquotienUn sind in drei verschiedenen 
Formen : 

l U^ = ((II ayf^ *0«^ + ((a af^ *0'' + ((« u^ Aa)*^ 

(14.) Kl, = i((aH *«)''' «i)'Hi((«H *«)''' Ö2)'^+*((ö* + *«)'^«^^^^ 

darstellbar. 

§. 23. 
An diese Resultate knflpfen sich nun die Grundgesetze fflr die zweite 
Invariante. 

Nach der Definition ist 

i^S = T, 
also 

d. h. gleich dem Werthe von Sf, wenn man 

setzt. Diese Substitution giebt aber wegen (§.16 (2.)): 

er = SSia,a,r(a^b„y\ 
und wenn man die Summation Aber q und a ausführt: 

(1.) 6T= l + ^{a,axf\a,b,y'^2(a,axr(a^b,r' + ^{a,a,r{^^^^ 

i''2ia,a,y\a,bO''+2ia,axria,b,y'i-2ia,a,r{^ 
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wobei noch zu beachten ist, dafs 

(a^b.Y' und (a.b^y' 

von einander verschieden sind. • 

]Man kann aber auch das Theorem 9. (§. 16) benutzen, qm T darso- 
stellen. Setzt man in demselben 

so ergebt sich, weil dann 

^Sf = |T = 2T 

wird; 

(2.) 2i{aay^a,y'Kj^ = -S((«.a,y^(a,*^)«*) = 2T, 

(3.) Siiaay^a^y'b,^^ = Saa,u^-f^{a,b^y') = 0, 

wo T und y constante, von einander verschiedene Indices sind. Die Gleichun- 
gen (2.) treten mehr hervor, wenn man die Snmmation Aber fi ansfOhrt ; sie 
geben dann 

(4.) (2T == :S{a,a,r(a,b,r'+2{a,a^r(a,b,r'i-:Sia,^^^^ 

ond zeigen so, dafs die drei Horizontalzeiten der reckten Seile von (1.) 
gleiche Summen haben. Andrerseits ist wegen §. 22 (3.*) : 

2l.ira.ir = JSC(aayn^y'a,^^ 

ond 

2Qiaayn^y'a,^ = 2Q{aay^a;)'''b,,^, 

daher gehen die Gleichungen (2.) und (3.) in folgende Ober: 

(5.) St,,,a,i, = 2T, 

(6.) St^i^a^i^ = 0, 
and geben so das Theorem: 

Theorem 17. 
Wenn man in den 9 Gleichungen: 

^ OznX lux = 0, ^a^ul 12mX = 0, ^(^ZkX hnX = 2 T 

ib> 10 Gröfeen t^x/i ^l^ Unbekannte ansieht, so stellen die partiellen 
AbMlungen von T nach den GrOfsen a^x^ ein Sjfstem ihrer Lösun^ 
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gen dar, nämlich 

Rt — <^^ q/ _ ''T' . _ dT 



xxjr 



Die Verbindung dieses Theorems mit Theorem 8. (§.15.) giebt die 
beiden von einander unabhängigen Lösungen beider Systeme von Gleichungen. 
Da dieselben sich nur in den Conslanten 2S und 2T der rechten Seite von 
einander unterscheiden, so kann man durch Division mit respective 28 und 
2T beide Systeme von Gleichungen identificiren, und demgemdfs durch 



* 



X 



Ift *xlfA 



2S ' 2r ' 

zwei Systeme von Lösungen des entstehenden Systemes angeben, ferner alle 
flbrigen durch 

wo M ein willköhrlicher Factor ist« 

Man ftndel sofort zwei analoge Systeme von Gleichungen, wenn man 
in. (5.) und (6.) statt der Coefficienten /«^r diejenigen Werthe setzt, welche 
sie als Coefficienten von Xf besitzen. Nach §. 22 (9.) ynrd dann 

WO immer r und v constante Indices sind; es ist aber definitionsmSfsig : 
also auch 

(7.) St^Xt^nXy = ^^9i,r^9<n> 

und daher ergiebt sich wegen (5.) und (60« 

Theorem 18. 
Wenn man in den 9 Gleichungen: 

. ^^2mX ^ImX = Ol -2'*2x2 ^2mX = 2 T, -2**2x2 *3x2 = 

^Kx^UX = 0, -2**3,i^2x2 = 0, ^*3xi*3x2 = 2 ^T 

die 10 Gröfsen s^i^ als Unbekannte betrachtet, so ist ein System von Lö- 
sungen durch die partiellen Ableittingen von S nqch den Gröfsen a^i^ 
gegeben, nämlich 

^^mXm = l-rr— ^ ^^»xu = 4-Z: ß *«xx = f 



''^ ~ ^'d^' """^^''^ ~ * rfa..^ ' '" ~ ^ da 
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Der Charakter der AusdrOcke 

tritt deutlicher hervor, wenn man die bekaDnten Werthe fflr ^^„ substiluirt. 
Ist nämlich /li ein veränderlicher Index, so wird 

und die Gleichungen (5.) und (6.) oder (2.) und (3.) nehmen die Form an: 

Fahrt man nun in der ersten Gleichung die Summation Ober ja aus und setst 
statt r allmälig 1, 2, 3, so entstehen die Gleichungen: 

• (9.) 1 2 T = S{a^ a,r («2 b,y<' + JS^a^ a^T («2 b,y^ + 2{a^ a.T («2 b,y- 

welche zeigen , dafs auch die 3 Verticalzeilen in (1.) gleiche Summen 
haben. 

Schreibt man noch die Coefficienten von Xf (§. 22 (9.)} 

in ausgeführter Summation hin, nämlich 

+ 2 («2 a,yU^^ + 2 (öl 03)^" ^x3T + 2 («1 O,)^^ *4,, 

und setzt fflr 9 und a allmälig die Combinationen von 1, 2, 3, so entstehen 
sechs Gleichungen von der Form der im Theorem 3. (§. 8) erwähnten, welche 
sich in Folge dessen sofort nach den ^«ar auflösen lassen und wegen §. 8 (7.) 

(11.) S.8^ = JS{a,a,yu,,r 
geben, so dafs also 

(120 ^:S{a,a,yu,,,u^u, = SJSe^^u^u, = iS^ 

wird. Diese Gleichungen liefern zunächst ein Ergänzungstheorem zum acht- 
zehnten Theorem. Substituirt man nämlich in (12.) auf beiden Seiten statt 
u^Ug die entsprechenden a^^^, wo v wie r ein constanter Index, und bemerkt, 
dafs nach §. 15 Theorem 8. 

20 ♦ 
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ist, sogiebt(12.) 

S2(a,axyu,,x,a^, = 2S' oder = 0, 

je nachdem r = v, oder t von v verschieden ist 



Aber 



also 



mithin : 



(13.) ^*w.<wr = 2S' oder = 0, 



Theorem 19. 
Wenn man in den 9 Gleichungen: 

-S*ix2 «ixz = 0, ^*,,i /3«i = 0, Sb,,x Kl = 2S' 
die Gröfseh t^i^ als Unbekannte betrachtet, so ist ein System von Lösungen 

durch die partiellen Ableitungen von T nach den Gröfsen a^i^ gegeben, 
nämlich: 

t — ^''^ ^, — dT as _ äT 



rfa«««' '*' da,.x' "^ da,,, 

« 

Die Verbindung der Theoreme 18. und 19. erfolgt ebenso wie die angege- 
bene Verbindung der Theoreme 8. und 17. 

Die Gleichung (11.) liefert noch ein zweites bemerkenswerthes Resuhat 
Bildet man nämlich 

(?/^^ = ^2(a,aiy's^,x 

und bemerkt, dafs wegen §.20 (5.) (6.) und des 8^^" Theorems: 

= 2Ss^^—Ss^^^ = Ss^^ 
ist, so ergiebl sich 

also wegen (ll.)- 

Es folgt hieraus, dafs 

(14.) STf = bS.Sf, 

ist, also dafs sich durch Wiederholung der Operation d immer nur Ver-- 
bindungen aus Sf und Tf finden lassen. Hiermit in Verbindung steht aber noch 
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ein anderes Resaltat, welches in §.13 (8.) bereits angegeben ist. Da nSmIich 

2T = JEüuiti^i 
ist, so wird 

2(?r = 2hu,i /„a,+ -Tfiui (>/, w , 

aber wegen des 19**" Theorems 

und wegen (14.) 

also 

(15.) (?r = 6S\ 

Die 4 Systeme linearer Gleichungen , welche in den Theoremen 8^ 
il, 18, 19 behandelt sind, kommen bei fast allen Anwendungen der vor- 
liegenden Theorie vor, daher ist hervorzuheben, dafs durch die gegebene 
Answerthung der bezflglicben Ableitungen von jS und T, ihre Lösungen in 
schliefslicher Endform vollständig dargestellt sind. 

§.24. 

Als Beispiel der Anwendung der bisher entwichielten Theorie will ich 
ffir die HesseBche Form die Invarianten, Covarianten, zugehörigen Formen 
und Zwischenformen berechnen, indem ich sie in der Fassung des §. 10 zu 
Grunde lege, und nur der Kflrze halber die Variabeln und Coefficienten als 
ursprüngliche schreibe. 

Es sei also 

die gegebene Form, dann sind die Coefficienten A,x der quadratischen Form: 

(2.) -T J,ar«ri = öia?iy?+02a?2)i-f a3^3ys+2fl4(iriy2y3+^2yirs+^irir2% 
die zweiten Ableitungen von f nach den Variabeln, dividirt durch 6, und die 
zugehörige Form von (2.) ist die erste Zwischenfarm (§. 9 (6.)), nfimlich 

z= :S{AAy^u^Ui = 
f31 ] (2fl2«3^2^3— 2fl4^)ii54-(2flifl3ar;iX3— 2flJxJ)ti5-f(2€iiajjPijrj— 2fl^ 
\'\'2(2aix2Xs — 2aia^üDl)u^Uj-{'2{2(^^XiXs — 2a2a^üci)Uitii 

-|-2( 204X^1X3 —2aja^xl)Uiti2 
Hieraus ergiebt sich die erste Cwariante Jfr=zS{AAY^A^i oder kflrzer: 

Jf = mAArA,,^{AArA,2^{AArA^] 
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als folgende: 

(4.) J/" = — 6ai(iiiarJ-|-^2^ + fl3ap3)-|-6(2flJ-{-Ä,a2fl3)^ia?2ar3. 
Zur Berechnung von Sf nehme man die verkflrzte Form §.16 (3.) 

Setzt man der Kürze halber 

(5.) (11^ a,y' u, -f (a^ a^T «2 + («e O" «3 = V ^ 
so ist 

also 

(6.) iSf= (a, w«)" ö, + 2 (a, «11^ «4 , 

weil die Qbrigen Glieder mit Coefficienten mnltiplicirt sind^ welche für die 
Form (1«) der Null gleich sind. 
Es ist aber 

(a, tttt)" = «22«3 + «M«'2~2a23tt2W? 

{a,uuf^ = ai3tiitt2 + «i2ttitt3 — «ii^'it's — c^jt'itts 
und nach der Definition (5.): 

a,j = 2<4tfl «23 == Ä2«3Wl 

022 = — 2a2Ä4«3 «13 = ^^^ 

«33 = — 2lIjfl4W2 «n = ^«2^ 

wobei zu bemerken ist, dafs man die Coefficienten {a^a^Y^, welche in (5.) 
vorkommen, aus (3.) entnehmen kann oder aus dem Schema §. 10 (4.). 
Hierais folgt die ersU zugehörige Form 

Die erste Invariante S, welche bereits §.10 berechnet ist, folgt ans (7.) 
von Nene«, nimlicb, da Sf=z JSe^x,i^M^i^fi» 

(8.) S = i^»x^ a^i^ = 4ii4(flJ — a^a^a^)^ 
und die zweite Invariante T: 

(9.) T = \2e,i^Kx^ = 8ri;+20a,a2ii3flJ-aj4^ii5, 
wo die Coefficienten b^j^ aus (4.) zu entnehmen sind. 

Man bilde nun die zweiten Ableitungen von Jf nach den Variabein, 
als Coefficienten der quadratischen Form: 

(10.) SB^iy.ri = -^al{a,x,yi'\^a^x,y\'\^a,x,yi) 
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und ans der Verbindung ihrer Coefficienten mit denen von (2.) die zweite 

Zwischenform : 

(11.) H = JSiÄBy'u^u, = 

(— 2ä4 (2oJ -f- «1 112 fla) ^1 — 1 2ä2 1I3 ^4 3^2 oTj) wj -{- 
(— 2^4 (2aJ -j- a, «2 Äs) a?2 — 1 2ai «3 «4 Xi a?3) II? -f 
(— 2a4(2iiJ+iii 112 «3)^3 — 12flifl2«4^i*2) «H 

2 (fii (4i4 — ax Os 1I3) ^ -|- 204 (2iii -f ^1 ^ ^3) ^2 ^3) t'2 1^3 -f 
2 («2(4«^ — «i«2«s)a?2-f 2a«(2Ä^-f- ai02«3)^i^3)Wi ll3^- 
2 («3 (4«; — «1 «2 «3) ^ + 204 (2ä^ -f- «1 ^ ^3) ^1 ^2) «1 «2 . 
Diese Form giebt die sfimmtlichen Gröfsen 

ftus welchen, vermittelst der Definitionsgleichung 

die zweite zugehörige Form Tf sich berechnen Ififst, man gelangt aber wegen 
der oben bereits berechneten Gröfsen a^i etwas schneller zum Ziele, wenn 
man nach §.18 (9.) 

setzt. Es ist nSmlich wegen (5.) 
nnd weil wegen (4.) 

ftai = — 6fl4«M *123 = 2iJ^-f ^1^^3 

ist, und die flbrigen by,i=0 sind: 

-2((flfly^*0'^ii^ti;iti^ = — 6(a,tm)"flJiii + 2(a,irti)"(2iiJ-|-iiifl2«3) 

= 6«! äi (202^4^ + 20304«? + 2020311x112113 ) + 2 (2^^ -f ^1<»2Ä3) (40j«iW2W3— «2«3^)9 

wenn man die obigen Werthe von {a, uu)^^ und {a, uuf^ sabslituirl. Ordnet 
man diesen Ausdruck und bildet durch Vertauschung der Indices die beiden 
andern Summen von (12.), so entsteht: 

JSQ(aay^biy^u^UiU^ = — 2fl203(2«J-]-0i02<'3)«'i+120|030jti2+120i020jw3 

-f 4flJ(4flJ -f 5010203) Wit#2tl3 
nai j^^^^^^^'^^^^'^'^^^M =1202030jttl— 20i03(20j-|- 010203)«? + 120i020jM| 

^JE(^{aaffbyyht^UiU,, = 1202 0>0^t/^-t-120|03«? — 20i 02 (20t -f 010203)«! 

+ 40j(4 tf] f 5010203) «l«2«3 , 
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also dorcb Sammation dieser drei Gleicbnogen die zwtiU zugthörig« Form: 
(14.) Tf = 2{(10a2 — <iia20})(aia,tii-f ata,t4 + ai«2*^) 

Von der abtoluttn Invariante. 

§. 35. 
Wenn man ans den Gleichungen 

8' = f*8, 
T* = f^T 

die Determinanle r eliminirt, so erbfilt man 

f n ül = ^ 

\.1«J 2^1 rp% 

d. b. eine Bedingung zwischen den Coefficienten der arsprfinglichen und der 
transformirten Form, welche erfüllt sein mufs, wenn es möglich sein soll die 
eine in die andere zu transFormiren. 

Die Function ^ will ich in der Folge die absolute Invariante nen- 
nen und durch J bezeichnen; sie ist eine gebrochene Function der Coeffi- 
cienten, deren Zahler und Nenner von derselben und zwar IS^*" Ordnung in 
Bezug auf die Coefficienten sind. Die Bezeichnung „absolut^* gebe ich ihr, 
weil sie, fflr die transformirte Form gebildet, von den Substilutionscoefficien- 
ten gftnzlich unabhängig bleibt, wfihrend die andern Invarianten noch die 
Determinante r der Substitutionscoefficienten enthalten, also weil J' s= «f ohne 
Vermittlung von r ist. 

Wenn man verlangt, dafs durch lineare Substitutionen die Functionen 

in einander transformirt werden sollen, und das gewöhnliche Verfahren dabei 
angewendet wird, welches darin besteht, dafs man die Substitution in f ein- 
setzt und die erhaltene Form mit f identificirt, so erbfilt man zdin Gleichun- 
gen von der Form: 

aus welchen man die 9 Substitutionscoefficienten a^, ßi^ y^, eliminiren kann. 
Es folgt daher, dafs immer eine Relation zwischen den Coefficienten cf^i^ 
und a^if^ bestehen mufs, damit die Transformation möglich sei. Die Glei- 
chung (1.) 

J' =z J oder J'-J = 



) 
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giebt dilBse Bedingung und zwar in einer Form, welche dadurch merkwflrdig 
ist, dafs in, derselben die Coefficienten a^^i^ und ül^^ von einander separirt 
erscheinen, ohne dafs sie aufh&rt rational zu bleiben. In der am Eingange 
dieser Abhandlung bezeichneten Schrift habe ich nachgewiesen, dafs sowohl 
die Form der mit 

analogen Gleichungen, als die Art und Weise ihrer Entstehung fflr homogene 
Functionen von beliebig vielen Variabein und beliebiger Ordnung in allen Fäl- 
len bestehen bleibt, und diesen Umstand als Ausgangspunkt fflr die Theorie 
der Invarianten benutzt. 

Um im vorliegenden Falle eine bestimmte Transformation fflr die homo- 
genen Functionen 3*''' Ordnung von drei Veränderlichen zu erhalten, mufs 
man Aber 9 Coefficienten nach Belieben verfflgen und die Bestimmung des 10^^ 
dem Eliminationsproblem, d. b. den Gleichungen (2.) Qberlassen; nach dem 
Vorstehenden giebt aber die Gleichung 

J' = J 
diesen flbrig bleibenden Coefficienten. 

Setzt man z. B. die Hes8esc}ke Form 

voraus, so hat man im vorigen Paragraphen nur 

«1=1, «2=1, «3=1, «4 = ^^ 

zu setzen, um 

und durch Auflösung der Gleichung: 

T« ~ (8ft*-f20**— !)•' 

den Werth fflr k zu erbalten. 

Diese Entwicklungen zeigen schliefslich , dafa die Anzahl der von 
einander unabhängigen Invarianten nur zwei beträgt, denn wflre P eine 

dritte, welche der Gleichung 

P' = r^.P 

genflgt, so könnte man durch Elimination von r aus den 3 Gleichungen 

S' = r'S 

T* = r^T 

P' = r^P 

Journ*] für IfatheoMtik Bd. LV. Heft 2. 21 
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zwei Gleichungen erhalten, in welchen nur die eine Unbekannte k yorkommt, 
und durch nachträgliche Elimination von k ans denselben eine Relation zwischen 
P, 8, T mit rein numerischen Coefficienten. Man sieht hieraus nicht allein, 
dafs P> jS^, T immer algebraisch von einander abhängig sind, sondern auch 
wie man P aus jS^ und T zusammensetzen kann. Ich bemerke hierbei, 
dafs Herr Sylvester in einer schönen Abhandlung ( Phllosophical Magazine 
1853. Vol. y, pag. 299 und folg.) nachgewiesen |iat, dafs jede ganze Function 
P immer eine ganze Function von jS^ und T ist« 

§. 26. 

Ich Will nun eine Grundeigenschaft der absoluten Invariante angeben, 
welche sich auf alle absoluten Invarianten ausdehnen Ififst, md fflr die Fort- 
ffihrung der allgemeinen Theorie nothwendig wird. 

Bildet man 

da^X/A dunif, T*V da^ifi da^ifj,^'^ 

berflchsichtigt ferner, dafs 

dS « dS o Q ■ ^^ 2 Ä« 

■d^^"^"" rfäüj^*'^'"«'' i<:=*'^'»»' 



dT _ dT _Q, JT_ 

rfSiT "■ "" da,a — "*'"*' da,,. 



and seist 



so folgt: 



dJ w dJ n-g dJ „ w 

3ä;:r=-'"- d^^^'''""' rf«;r=^^"^' 



Die Gleichungen §.15, Theorem 8., deren erste 

und die Gleichungen §.23, Theorem 17., deren erste 

^^uxlui = 2r 
ist, geben aber, nachdem sie respective mit T und — jS multiplicirt und zu 
einander addirt sind: 

Sa,,x(.T.s,,x-8.tux) = 0, 
also folgt wegen (1.): 
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ond ebenso 

Da die rechten Seiten der übrigen Gleichungen der genannten Theoreme von 
selbst SS Nnl! sind, so folgt also fflr jeden constanten Werth von q und a 

(2.) Sa^uxJcX = 0, 
wenn x und k die veränderlichen Indices sind, daher: 

Theorem 20. 
Die Auflösungen der 9 linearen Gleichungen : 

(3.) j Sa^^ip^^x = 0, Sa^^ip^^x = 0, -S'n^^a/^sxi = 0, 

in welchen die 9 Verhältnisse der p^Xfi ^^^ Unbekannten sind, lassen sich 
durch 

Pill • 1^112 - • • • ' Pm == •^lll • •'112 : • . • : •^123 

darstellen, wo die Gröfsen J^x/i ^^^ partiellen Ableitungen der absoluten 
Invariante J nach den Gröfsen a^xu bedeuten und zwar multiplidrt mit 
1, d oder 6, je nachdem von den Indices x, X, fi alle drei einander gleich, 
nur zwei einander gleich, oder alle von einander verschieden sind. 

Die sSmmtlichen J^xu haben wegen (1.) den gemeinschaftlichen Factor 
-S7^, man kann daher in Folge der obigen Proportion als Auflösungen des 
Systems (3.) die Ausdrücke 

(4.) p^Xßi = ^'^xifi — S.t^Xfi 
betrachten, welche in Bezug auf die Gröfsen a^Xfi von der 9^""" Ordnung sind, 
and daher bis auf einen numerischen Factor mit den partiellen Deter- 
minanten des Systems (3.) , welche von derselben Ordnung sind, über-- 
einetimmen müssen. 

Bildet man die zugehörige Form, welche der absoluten Invariante ent- 
spricht, so hat man 

(5.) Jf(Ut,u,,u,) = 2J,Xf.u,UxU^. 

Da aber auch die Gröfsen p^x^ als Coefficienten einer zugehörigen Form be- 
trachtet werden können, so sei 

(60 ^PnX^ K Ux u^ === Pf{U, , u^ , u,) 

21» 
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gesetzt; dann ist 

(7.) Jf{u,,u,,u,) = 'j^Pf{u,,U2,u^), 

und man kann« alle auf Jf bezflglicben Untersuchungen an die einfachere Form 
Pf anknöpfen. Diese ist aber eine der wichtigsten der vorliegenden Theorie 
und ich will sie aus Grflnden, die im folgenden Paragraph entwickelt werden^ 
die conjugirte zugehörige Form nennen. Bildet man dieselbe fflr die trans- 
formirte Form f, so ist leicht ersichtlich, dafs 

(8.) P'f{U,, ü,, ü,) = r^.Pf(u,,u,,u,) 

ist, weil nach (4.) die Bildung von Pf aus Sf und Tf durch die Gleichung 

(9-) Pf («M «2 , tis) = T. Sf (iii ,U2,Uj) — S. Tf (ti, , ir, , «,) 

ausgedrflckt wird. 

Von der eonjugirien zugehöriget^ Form. 

§. 27. 
Aus den Gleichungen (§. 26 (3.)) 

(1.) ^a^^iPanx = 0, 
welche die CoefGcienten der conjugirten Form Pf liefern, folgt, dafs umge- 
kehrt, wenn man die CoefGcienten p^x^ als gegeben ansieht, die Coefficien- 
ten a^Xii genau dieselben Functionen der p^Xfi sind, wie die p^ von a^Ofi 
waren, weil die Gleichungen (1.) in Bezug auf beide Systeme symmetrisch 
sind. Hieraus folgt: 

Theorem 21.- * 

Die gegebene Form ({x^^x^^x^) und die conjugirte Pf{u^^U2^u^) 
stehen in der Beziehung zu einander, dafs gegenseitig die eine die con- 
jugirte der andern ist. 

Dieses Theorem zeigt, dafs Pf diejenige zugehörige Form der cubi- 
schen Formen ist, welche sich in einer sehr wichtigen Eigenschaft den zu-* 
gehörigen Formen der homogenen Functionen zweiten Grades analog yerhtit. 

Bezeichnet man demnach durch 

die conjugirte zugehörige Form zu 

Pf(ll„Ua,ll,), 

so ist 

(2.) Pp{x,,X2,Xy) = K.f(x,,x^,x^), 
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WO K eioen constanten Factor bedeutet, welcher von der 80'*''" Ordnung in 
Besag auf die Coefficienten a^i^ ist, weil Pp in Bezug auf dieselben Gröfsen 
Ton der Ordnung 9' werden mufs. Der Werlh fOr K ist flbrigens 

K = —S2ieS', 

wie ich anderweitig zeigen werde. Fflhrt man ferner die Coefficienten p^x^ 
in die Gleichungen des tS^*"" und lO^**" Theorems ein, so entsteht 

also mit Berflcitsichtigung der genannten Theoreme 
Bezeichnet man noch durch 

(3.) Ä =: r^ - S' 

die Gonstante auf der rechten Seite, so hat man: 

Theorem 22. 
Die Coefficienten p^x^ der conjugirten Form genügen den folgen- 
den Gleichungen: 

^^iMiPiMi = 0, Sb2niP2MX = 2il, Sb^^ip^^i = 0, 

ShnlPinl = 0, ShAP2ul = 0, ^iuiP^uX = 2Ä, 

tmd ee ist in Folge dessen 

R = T'-S' = 

das Eliminationsresultat der Variabein x^^ x^^ «r, aus den quadratischen 
GIriehungen: 

'•^•^ rf?:"""' aS7 "' d^ ^ 

Der 2^ Theil des Theorems folgt aus der betiannlen Darstellung dieses Elimi- 
nationsresultats, welche Herr Hesse (Bd. 28, 8.68 dieses Journals) gegeben bat, 
und zwar hat man, da aus (5.) die 9 Gleichungen 

S-O' 'S=0' -'■&=<>' 

(«0 {s,§-^0, r,^ = 0, ^.^ = 0, 

'•^-0' '.:^=»' '-1^=0 
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hervorgehen , deren Coefficienten mit denen des §. 26 (3.) Qbereinstimmen. 
znnfichsl 

C**) ^|J?i^i : XiXiX^ : • . • i'XiX%x^ = pm i pm : . . . *Pta* 

Da aber die Gleichungen (5.) sich auch wie folgt schreiben lassen: 

(8.) j Xi ^21+ ^2 Art + a?3 -4» = 0, 

SO erhalt man nach §.11 (6.) durch Elimination der explicite stehenden 
Variabein x^^ x^^ x^ 

(9.) = Jf{Xi,X2,x^) = ^i^x^x^xix^ 
und demnach durch Substitution von (7.) in (9.) 

= Sb^XfiPxifA^ 
Die Addition der in der Diagonale von (4.) stehenden Gleichungen giebt 
aber die identische Gleichung: 

(10.) 6Ä = Sh,,^p,x^, 
also ist 

Ä = 

das in Rede stehende Eliminationsresultat. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dafs die Werthe (7.), 
welche nach Erfflllung der Gleichung jRbbbO den Gleichungen (5.) genfigen, 
durch (7.) in expliciter Form gegeben sind und zwar durch den Satz, dafs 
ihre Verhällniese den Verhältniesen der partiellen Ableitungen der ab- 
soluten Invariante nach den entsprechenden a^i^ gleich sind. 

Schreibt man die Gleichungen in der ersten Verticalreihe von §. 26 (3.) 
und der ersten Verticalreihe von (4.) neben einander und setzt IS = 0, so 
entstehen die Gleichungen: 

^Pux 02,1 = 0, 2p^i b2,x = 0, 

^PimX «Sxi = 0, 2 Pul Kl = 0, 

aus welchen nach Elimination der 6 Gröfsen pi^x wieder die Bedingungsglei- 
chung A = hervorgehen mufs. Es stimmt diese Darstellungsweise mit der 
zweiten von Herrn Hesse gegebenen, welche darin besteht, dafs man aus 
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die 6 Produkte x^^i za elimiDiren bat^ offenbar flberein. Bemerkt man nun, 
dafs die Determinante der Gleichungen (ll.) ^^ Bezug auf die Gröfsen a^i^ 
von der 12'^'' Ordnung ist, also keinen flberflflssigen Factor enthalten kann, 
weil R von der 12^^ Ordnung ist, und der etwaige Zahlenfactor, wie sich an 
jedem speciellen Beispiele sogleich zeigen Ififst, «=1 ist, so folgt schiiefsiich : 



(12.) R 



^ji9 ^^22 9 ßm^ ßnz'i ^139 ^12 

^Jll 4S221 ÄJSS» ^325 9 ^313 9 ^12 

^U17 ^1221 ^1331 ^1231 *113l ^U2 

*2n5 *2221 ^2331 ^223 9 *213 » ^212 

*311^ *3221 *333 1 ^323 9 *S1S^ ^312 



+ Um Ü222 Ä3S3 Öi23^2i3 fr 



312 



Diese Formel ist zwar zur wirklichen Auswerthung weniger brauchbar, sie 
dient aber als bequemes Hflifsmittel zur FOhning von Beweisen. 

Aus der Invariante R entspringt eine zugehörige Form dritter Ord- 
nung, deren Coefficienten die. partiellen Ableitungen von R nach den Gröfsen 
a^x^ sind. Man bezeichne diese Form durch 

(13.) Rfiu.UjU^) = 2r,i^u,uxu^, 
indem man 



(14.) 



«anr 



, dR 

t'TZ » 



3r 



dR 



mmI 



da„» ' "• "' » da„i ' 
setzt; dann findet man durch Differentiation von 

R = T^ — S*: 



6r 



dR 



JtlfM 



douh 



(15.) 



»XfÄ 



R 



^^Ul tinl 



r - 

2T, 



T.Tf-S'Sf. 
^a^i^ux = 28 



Da nun 

ist, so erhslt man 

^a,,irx.i = T2a^xtx,x-S'Sa,,xSux = 2{T'- 8') == 2Ä, 

nnd wenn man mit den fibrigen analogen Gleichungen ebenso verffibrt, das 
folgende System: 

(16.) {:Sa2,xrui='0, Sa^^xr^x^^R, 24h.xrM = 0, 

^^mX r^i = 0, • -Tflj^i r2,x = 0, ^o^mX ^3*2 = 2R. 
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Ferner, da 

ist: 

also 







Das System (17.) zeigt, dafs die r^x^ den Bedingungen genügen, welche die 
Coefficienten der zur Covariante Jf conjogirten Form erfüllen müssen und 
giebt daher den Satz, dafs die conjugirte Form der Covariante Jf bis auf 
einen constanien Factor die zugehörige Form Rf ist, oder dafs man bat 

(18.) P^f{UyyU2,u^) = C.Rf(Ui,U2yU^), 

wo C ein Factor der 16^" Ordnung in Bezug auf die Gröfsen ii«a^ ist 

Dafs die Coefficienten von P^/- sich durch die Coefficienten von Rf, 
welche von der 11**'' Ordnung sind, und durch einen gemeinschaftlichen Factor 
ausdrücken lassen, hat in einer andern Form bereits Herr Hesse in seiner 
Abhandlung im 28**'"' Bande dieses Journals bewiesen, denn bezeichnet man 
nach derselben durch y«;^ die Unbekannten eines Systems von Gleichungen, 
welches aus (17.) hervorgeht, wenn man statt der t^xm ^^^ 9«v SQ^^lil^irt, 
so kann man die ^^^^ als die partiellen Determinanten des Systems (17.) 
und daher als die aus den b^x^ gebildeten p,Xfi definiren. Herr Hesse hat 
auch bereiis den Beweis geführt, dafs C ein vollständiges Quadrat ist; wir 
werden spfiter C selbst darstellen. 

Verlangt man endlich, dafs 

(1 9.) 2(a a^x + * *ua) (^ Pui + B r,,x) = 0, 
indem man a und b als gegebene, A und B als gesuchte Constanien be- 
trachtet, so ergiebt sich durch Auflösung der Parenthesen in (19.) mit Rück- 
sicht auf §. 26 (3.), §. 27 (4.) (16.) (17.) 

2R{Ab'\-Ba) = 

oder 

Ab^Ba = 

als Bedingung, unter welcher sämmtliche 9 mit (19.) analoge Gleichungen be- 
friedigt werden können. Man kann daher setzen 

A = a, Ä = —6, 



} 
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und es ist dann 

S{aa^,ii'bb^)(ap^,j, — br,,x) = 

far alle Werthe 1^ 2, 3, welche die bei der Summation constanten Indices 
Qj a annehmen können. Es folgt daher , dtrfs die conju^te zugehürige 
Form der zusammengesetzten homogenen Function af-^- bJf bis auf einen 
constanten Factor durch aPf—bRf dargestellt werden kann. 

Bemerkt man nun noch, dafs die Operation 9 die Gleichung 

df=Jf 
giebt, f^rn^r, dafs 

dPf = diT.Sf^S.Tf) C§.26 (9.)) 

= 9T.8f+ T.dSf-^dS.Tf-S.STf 



und 



dS = 4T, öSf= 3 Tf C§. 18 (4.)) 

dT == ßS\ dTf= bS. 8f C$. 23 (14.) (15.)) 



ist, so folgt 

(19.*) dPf = SP. Sf- T.Tf^ - Rf. 

Man kann daher df statt Jf und — 9Pf statt Rf setaen und erhill dann 

Theorem 23. 
Die conjugirle zugehörige Form der zusammengesetzten Function 

af-i^bdf^ af\bJf 
ist van der Fortn: 

(20.) Paf^i^f = L{aPf^bdPf) = LiaPf-bRf), 

wo L einen von den Variabein unabhängigen Factor vorstellt. 

Da die Form Paf^bSf '^^ Bezug auf a und b von der 9ten Ordnung ist, 
so mufs L in Bezug auf diese Gröfsen von der 8ten werden. Der vor- 
stehende Satz ist dadurch merkwürdig, dafs sich 8 Ordnungen in einem Factor 
abtrennen lassen. 

Diese Eigenschaft fahrt in der That zu einem zweiten fBr die con- 
jugirten Formen höchst wichtigen Theorem. 

Man beachte, dafs Rf bis auf einen Factor die conjugirte Form zu 
Jf ist, wie ich unter (18.) bewiesen habe; hieraus folgt, dafs 

(21.) Raf^6jf = L,iaPf-ßRf) 
ist, wenn Li einen andern Factor bezeichnet, und wie im §.13 

^Lßf+bJn = af^ßJf 
gesetzt wird. 

JonriM] Ar liathenutik Bd. LV. Heft 2. 22 
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Es ist ferner 

weil beide Summen =6il sind, daher auch, wenn man dieselbe Gleichung 
ffir die zusammengesetzte Function af-\'bJf hMel^ wegen (20.) und (21.)* 

oder, wenn man die Parenthesen wie bei (19.) auflöst: 

L{aß--ba) = Li{ba — aß) 

oder 

(22.) L = -Z.,, 

d. h. die beiden Factoren von (20.) und (21.) sind einander gleich und ent- 
gegensetzt. 

Wenn man zuerst die Operation d auf eine Function z. B. Pf anwenden, 
und dann die erhaltene Form für die zusammengesetzte Function bilden soll, 
so ist es nötbig, dieses in der Bezeichnungsweise hervortreten zu lassen, 
weil 9Paf^i,jf die Umkehrung der Reihenfolge beider Prozesse bedeuten wflrde, 
und ein anderes Resultat zur Folge hfitte. Ich will daher (^P)af^bjf fOr die 
erst 6 Reihenfolge schreiben. Hit Rflchsicht hierauf und wegen (19.*) und (22.) 
geht (21.) Ober in 

(23.) ^9P)af^,^f = L{aPf\ ßdPf). 

Die einander analogen Darstellnngsweisen von Paf+bjf und {8P)af^hjf führen 
nun zu dem folgenden auf (22.) beruhenden Theorem. 

Theorem 24. 
Wenn man aus den beiden zu f und Jf conjugirten Formen in 
Verbindung mit f und ^f=^ 9f die Determinante 



(24.) 



Pfdf-^fdP, 



r, <v 

bildet, so erhält man eine Function von beiden Systemen von Variabein 
(eine Zwischenform), welche durch die Substitution 

«•««i/i + *«*«i^ för a^i^ 
immer sich selbst reprodudrt, multiplicirt mit dem Factor L(ßa — ab). 
Bildet man nämlich 

af-^^bJf, J{af\bJf) 
welches der Werth der Function (24.) nach der Substitution ist, so kann 
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man wegen (20.) und (23.) dafür salzen 

' af ^bdf, af \ßdf 
und diese Determinante geht in das Produkt 





h. 


a, h 


• 


f. H 


ober, w. z. b. w. 











üeber die Grundformen der zusammengesetzten Function af\häf. 

%. 28. 
Die weitere Entwicklung der vorstehenden Formen hängt von der 
Theorie der Grundformen fOr die zusammengesetzte Function n/*-]- ^^/* >b, 
von welcher bereits in meiner Abhandlung im 39sten Bande dieses Journals 
die Grundzflge sich vorfinden. Herr Cayley hat später einen grofsen Theil 
der flbrigen Formen (Philosophical Transactions vol. 146, p. 638) veröffent- 
licht Indessen geben die folgenden Darstellungen auch fflr diese einen ganz 
neaen Gesichtspunkt, da sie dahin gerichtet sind den Zusammenhang der For- 
men unter einander kennen zu lehren, während die übrigens sehr schätzbare 
Zusammenstellung des Herrn Cayley nur die letzten gänzlich aufgelösten For- 
meln ohne Entwicklungen und Beweise enthält 

Es sollen durch 



Ä 



ab > 



ab 1 



B 



ab 



die beiden Invarianten und die Discriminante bezeichnet werden, und ich be- 
ginne mit der Berechnung von Rat,. Dieselbe lä&t sich zwar nachträglich 
noch anders geben, wird aber auf sehr zweckmäfsige Weise dadurch ausge- 
führt, dafs man die Darstellung von JR durch die Determinante $.27 (12.) 
benutzt 

Bezeichnet man nämlich wie früher den Werth von Jfjaf-i^bJf) durch 

J{af\bJf) = af^ßJf, 
so wird 

il«6=-S±(««,u+4^ii)(aa„,+M,„)(flö,„+W,„)(«fl,„+/J6|^ 

und nach dem bekannten Fundamentaltheorem der Determinanten: 

22 ♦ 
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R 



ab 



a b 
a 6 OÜ 



0a 
a 
a 



6 

/S 

ß 

a /S 



*3U 



^1221 ^133 9 ^m> ^^13 9 ^112 

^•2221 ^^OS» ^^2235 ^135 ^^212 

^'5229 ^?3339 ^23 ^ ^3135 ^12 

^122 9 ^133 9 *123 9 *U3 9 *112 

*222» ^233 9 *223^ ^213$ *212 

*322^ 6333 » *3235 *3131 * 



312 



a 








b 











1 




















1 











a 








ß 




















1 






|0 1 



X 



10 

10 

a b 

10 

10 

a /:} 



Der erste Factor der rechten Seite zerffillt nach demselben Tbeorem in foI-> 
gende drei Factoren 

10 

a a 

10 

10 

« /9 

1 

von denen jeder den Werth ßa — ab hat, daher folgt, wenn man 

(1.) e = ßa — ab 
setzt: 

(2.) Ä.4 = ( /9a — abfR =€?'.«. 

Ich hahe die Operation ^, wenn sie aaf eine Function (pia^b) der Groben 
*i'fi»ift-\-^'Kift in dem Sinne anzuwenden ist, dafe man nadi den GrOfsen 
ia.a,x^-\-b.b,if,) differentiiren und statt der Ineremente die entsprechenden 
Coefficienten {aa,i^-\-ßb,if,) der Function J{af-\-bJf) substitniren soll, durch 
(dq>) bezeichnet, damit sie mit derselben Operation dq>, auf die a,2^ allein an- 
gewandt, nicht verwechselt werde. 

Es Ist wichtig diesen Prozefs auf die einfachste Weise bewerkstelligen 
zu können, ffierzn bemerke man, dafs 



(3.) 



ist, also 



j^ d(p{uy h) ^ 



äip{a,h) 
da ' 

dq>{a,b) 
db 



d^M) 



dq>{a, b) 



d.h. kQrzer geschriebeo: 

(4.) «ry) = «^+/J^. 



■\-ß 
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Statt also die Operation (d) in dem definirten Sinne auszufüh-- 
ren, hat man nur nach den Gröfsen a und b zu diffirentüren und statt 
der Incremente respective a und ß zu substituiren. 

Man kann diesem Satze eine noch geeignetere Form geben. Wenn 
man nfimlich beachtet, dafs 

dS = 4T, dT = 6S^ 

ist, so folgt 

dR == d{T^-8^) = 2T.dT-ZS^dS = 0; 
daher Ist anch 

((JA),, = 0, 

nnd weil 

Ä,, = Gm, 

R aber von a nnd b nnahhfingig Ist, 

(5.) ((J67) = 0, 

oder 

dG , dG /> /^ 

G ist eine binare biqaadratische Form in Bezug auf a und b, weil Rab und 
demnach anch G^ von der 12^'' Ordnung ist, daher folgt 

^a+^b = 4e, 

also durch Entwicklung aus den beiden letzten Gleichungen: 

wenn man (1.) berflcksichtigt. 

Die vorstehenden Gleichungen, so wie die explicite Darstellung der 
höchst merkwürdigen binfiren Form G habe ich schon in meiner Abhandlung 
in Bd. 89, S. 154 dieses Journals gegeben. Ich werde auch hier gleich 
darauf eingehen, will aber zuvor eine wichtige Anwendung der Gleichun- 
gen (6.) zeigen. 

Substituirt man nämlich die Werthe von a und ß aus (6.) in (4.)9 m 
entsteht: 



p) c^) = 1(41 -^ - ^ ^) = 



dG .dG 



dtp d<p 

«to"' db 



( 
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man nennt aber bekanntlich den letzten Ausdruck die FunctionaldeterminanU 
der beiden binären Formen \G und 9), daher folgt: 

Theorem 25. 
Wenn man aus einer (conelanten oder veränderlichen) Grunde 
form A der homogenen Function f die Grundform B dadurch erhalten 
kann^ dafs man A nach den Conetanten a^^i^ differentürt und statt der 
Incremente die entsprechenden Coefficienten b^i^^ von Jf substituirt, so 
findet man aus derselben Grundform A^^ für die zusammengesetzte 
Function af-\- bjf die analoge Bah , wenn man die Functionaldeterminante 
der beiden binären Formen 

^G und Aab 
bildet, also 



(8.) B 



ab 



iäA) 



ab 



, rfG 
* da 

dAab 

"rfö" 



* db 
db 



Man beachte, dafs zur DarstelloDg dieses Theorems die bereits $. 13 (9.) 
berechneten Werthe fQr a und ß nicht zur Anwendung gekommen sind. 
Aus demselben folgt nun: 



I) Da <Jy= Jf ist: 



(9.) 



'af+i^f 



weil 



II) Da dS 



d(af+bJf) 
da 

d{af-\-bJf) 
db 

47 ist: 



(10.) T. 



ab 



dG 






* da ' 
da ' 



1- 

* db 



dSab 



III) Da iPf^= -Bf ist CS. 27 (20.)): 



(11.) Baf+b^f = — 



.dG 

dPaf+b4f 

da 



db 



dP„f+b4f 



db 
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IV) Da dSf=ZTf\s\: 

dG . dG 



(12.) Taf+hjf = i 



^ da' ^ db 

dSaf^bJf dSaf^hJf 



da ^ ab 

Gleichung (9.) reproducirt nnr die Gleichungen (6.)^ hingegen geben 
die drei andern Gleichungen ein sehr einfaches Gesetz zur Darstellung von 

Tab 9 t^af+b/ffß Taf^.hJf> 

wenn 

Sab > Paf^bJf» ^afk-bJf 

bekannt sind. 

Es lafst sich aber auch S^b durch eine Functionaldeterminante dar- 
stellen. Zu diesem Ende g^he ich zu der Gleichung 

äJf= SS.f C§.12 (7.)) 
zurflck, aus welcher 

hervorgeht; andrerseits ist 

idJKar+bJf) = l{d(^.Jr-^'f)) wegen (9.), 

mithin folgt durch Identificirung beider Werthe: 

3S..« = -i(*f ) 
(13.) < 

Darob Aasfährdng der Operationen der rechten Seite folgt vermöge des 
aS"*" Theorems: 

q« - I r^G^G dG d*G\ 

q« * JL/"''® '^^ dGd*G\ 

mnltiplicirt man die erste Gleichung mit . .. die zweite mit -m und addirl 
beide, so ergiebt sich 

„^ / rf*G , ,rf»6\ , dG ( rd'G ^ d*G d'G\ 

*** A*» -5036 + ** rfF/' ~ "^ "3ft" VVrförfft / ~ rfö^ ' rfft^/ ' 

nnd weil 

d*G , .d*G o 'IG 
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ist: 






oder 



(14.) S.» = - 



, rf»G 
,d*G 



, d*G 
rt dadb 

d^G 



tV 



<f6< 



Die ertte Invariante der zusammengeselzten Function af-\-bJf iet also 
die Funetionaldeterminante der Hndren Form G »elbet. 

Um die Form G zn bilden, will ich die Werthe fflr a and ß ans 
§.13 (9.) benutzen. Diese sind 



u 



(15.) 



.^6 
* da 



a»-3S'«*»-2T*»; 



hieraus ergiebt sich 

G = ^(a^^b^) = ö*-6Ä<i^*»-8raft^-3iS»6\ 



(16.) 



und hieraus in Verbindung mit (14.): 

«» - Sb\ 
(17.) 



-2Ä«*— 2T«», -a'»^4rfl*— 3Ä^*» 



Äa6= — 

oder 

S,t = ««1814- 4a'*T+ 60»*»«' + 4aft»Sr+ **(4T« - 3«') , 



(18.) 



ferner wegen (10.) •' 

ioder 

+ 6S(-2T^+3Ä^)öft*+T(-8T^+9S*)6^ 

Wenn man die Zusammensetzung dieser beiden Invarianten nur in den expliciten 
sweilen Formen (17.)) (IB.) erhalten kann, was z.B. bei der Berechnung der- 
selben durch die Hessesche specielle Form eintritt, so dflrfte es schwer sein 
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rflekwärta an dem Gesetze ihrer Bilduogsweisen als Determinanten zu ge- 
langen *) . 

Ich gehe jetzt zur Entwicklung der zngehörigen Form Pafjthaf ö^or- 
Es irt bereits in §. 27 (20.) bewiesen, dafs 

Par^ö^f=L{aPf^bRi) . 

Ist, nnd nnr die Ermittlung von L noch ttbrig geblieben. Da aber 

ist, so mufg 

sein, und mit Berficksichtigung der Gleichungen 

wenn man die Parenthesen auflöst: 

iL(«^+*f.).Ä = Ä,, = C^ß (2.): 

es ist aber ^ = i(<»-^4"*-^)> *''o folgt 

(19.) I» = e» 

nnd 

(20.) P.f^^^^ = G^iaPf- bBf) . 

Die Detenninante (110 liefert hieraus den Werth für A«,» and »war weU 

(dG) « (5.) 

ist: 

, (/6 , dQ 

Es ist schon in §. 27 (23.) bewiesen, dafs dieses Resultat entstehen mufsle^ 
wenn (20.) vorausgesetzt wird. 

Die Form Raf\^h/if stimmt mit der conjugirten Form zu /l{Qf\bJf) 
wegen $.27 (18.) bis auf einen Factor Obereio; um denselben zu finden, 



(21.) Raf^.^f^-G' 



dG ^ , . dQ 



^iJPr+i^'^) 



*) In dem mir während des Drucks dieser Abhandlung zu Gesicht gekommenen 
Januarhefte des lAouviUescben Journals von 1858 finde ich eine Note des Herrn Her-- 
nute, nach welcher es diesem scharfsinnigen Geometer gelungen ist, die beiden Deter- 
minanteoformen aus den tou Herrn Cayley gegebenen expliciten DarsteDungen der beiden 
Invarianten heraussuerkennen. 

Jomal fflr MaihemaUk Bd. LV. Heft 2. 23 
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hat mau nur in (30.)' für a und b die Substitution 

(äS.) <.= -if, »=i^ 
apszufabren, wodurch 

entsteht, wenn man durch ® denjenigen Ausdrucii bezeichnet, in welchen G 
durch diese Substitution fibergeht. Die AusfOhrung derselben erfordert eine 
etwas complicirte Rechnung, welche auf folgende Weise vermieden werden 
kann. Man bestimme nämlich zuerst den Werlh der einfachem Form Pjf, 
indem man /i = 0, 6 = 1 setzt, was wegen (16.) 

(23.) P^f = -9iS*.jB^ 

liefert, woraus beiläufig der Factor C aus §.27 (18.), nämlich 

C = ~9S* 

folgt. Aus (23.) geht aber sofort 

hervor, also wegen (21.) 

(24.) P^-^,^,= _9fi*„,.6?\(i:f-P^+i-^^) 
und 

(35.) ® = ZSi„.G. 

Ich komme jetzt zu einem zweiten Prinzip, welches dem im Theorem 25. 
enthaltenen analog ist und sich auf die Bildung der zugehörigen Formen fflr 
die zusammengesetzte Function bezieht. Wenn irgend eine Invariante durch g> 
bezeichnet wird, so handelt es sich darum 

zu bilden, wenn die in <fab vorkommenden b^^ in Functionen der a^i^ wirk- 
lich ausgedrückt, und mit den fibrigen a«^^ vereinigt sind. Hierzu fahrt nun 
das. 24*^^ Theorem, welches wegen (19.) und (20.), weil ßa-^ab^rzzG ist, die 
Gleichung: 



e^. 



af-\-bJf, J^af^bJf) 
liefert. Wenn man die symbolische Substitution 



Pf.SPr 



dtpab 
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auf diese Gleicbangf anwendet and bemerkt^ dafs dadurch 

wird, wo y die Ordnung von (p in Bezug auf die Gröfsen a^x^ ist, ferner 
dafs wegen (3.) 

Qbergebt, so entsteht: 

Paf+bJfi i*P)of+h^f 



(26.) 



G 



Die linke Seite dieses Aasdrucks geht aber aus 



Pf, SP, 

d(pab dq>ob 



da ^ db 



Pf, SP, 



== Pf.Sgf-^-.j'.Rf.fp 



hervor, wenn man statt a,;^ fiberall a.Ä,;^-fÄ.J^j(^ subslituirl, undPf.Sfp-^^yJSLf.ip 
hat die merkwürdige Eigenschaff, die Zusammensetzung der zugehörigen 
Form dritter Ordnung ipf durch Pf und Rf zu liefern, während (p eine 
beliebige Invariante ist, über deren Zusammensetzung keine Voraussetzung 
gemacht wird. Da nämlich q> eine Function von Sf und T sein mofs, so ist 



d(p 



^rfS+^rfT, 



alsq wird auch <pf eine Function von Sf und Tf, oder von Pf und Rf. 
Setzt man daher 

<Pf = A.Pf'\'B.Rf, 

und in dieser Gleichung auf beiden Seiten 

fl,V statt u.UiU^, 



so entsteht: 








y.y — 6BR, 




setzt man ferner auf beiden Seiten 




so erhalt man: 


*.i^ stall 


tt,«!«^. 




d<p =z eAR, 


4 ^ ^f 
-* 6R ' 


mithin : 


(27.) <pf = 


Pf.8<p+y.Rf.<p 
6Ä ' 



23 
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(280 



6JR . (pf. 



oder : 

Pf, 9Pf ^ 

HienaoE gebt die linke Seite vod (26.) in 
Ober, and es folgt, wenn man noch O' forthebt, 



(29.) 6Ä.9)./+»^/ 



"ST' TT 






Dnrch Vergleichung der Coeffidenten von u^UxU^ aaf Beiden Seiten 
Gleichnng erhalt man Merans die gesuchten Differentialqnotienten, nämlich: 

d{aa,x^+bb,i^) — db ''»VT ^i'^kV 

Diese einfache Ausdrucksweise der Form (Paf+bjf durch Pf und iR/^ zeigte 
dafs es zweckmässiger ist, zanfichst diese zur Zusammensetzung zu verwen- 
den, als Sf and l^f, da äberdles durch die Gleichungen 

C31.) Pf^ T.Sf^S.Tf, Rf^ T.Tf-S'.Sf 

die Uebertragung sehr leicht ist. Der Factor A, welcher auf der linken 
Seite auflrKt, beseitigt sich sehr leicht jedesmal nach der Substitution von (31.). 
wenn die Gleichung 

r-s^ = R 

berflcksichtigt wird. 

Wendet man das Vorstellende auf S^f^^^^f an, so hat man aus (17.) 

in die Gleichung: 

sni snbstitajren, um 8,f^.i^f ans Pf und Rf zusammensuseizen. Dnrch Snb- 
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stttntion tosl (31.) ergieU sich: 

aber 

jr^-S»f^ = 4(T'-Ä')(a»4-3ff*S+ir*»,. 

_5^4 T^ == 4(2"— S»)(3o»J- 35^6»), 

dso, wenn A gegea 7* — <S' fortgelassen "wird: 

(32.) S^^ijf = («» 4- 3«**S + 4 TV) S>+ 3* (o» - Ä»5) T/.. 

Auf ähnliche Weise liebe sich auch T^^i^f aas (29.) entnehmen, man findet 
aber wegen des 35*^ Theorems den Werth der letztern Function schneller 
ans (12.), nAmlich 

«» - 3««*» — 2TV, — ZSa'b - 6 TaV — 3.SV 

(«»+ VS)Sf^2ahTf, (2a*S-|- 42V) «,+(«• - 34»S) Tf 



oder 

_ |<^-35iiJ»— 27*», ~3iSa»J-6ra*»-.3S'V 
(33.) T.^+*^/— I f^^i^s^ 2o*S-f4r»» 

o» - 3SaA» — 2 T6», — 3«9«*6 -QTai - 3»*i» 



+ 



S, 



Tf. 



Von den höhern Qrundfeirmen. 

§.29. 
•Ebenso wie rermittelst der beiden Invarianten 8 und T «cfa alle 
flbrigen darateUen lassen, gepflgen axch ewei Zwischenformen unter Hinza- 
fBgnng der evidenten Zwischenform (§.2 (4.)) 

mn aBe flbrigen dnrcbsie snsammenznsetBen. In der That kann man durch 
ß, H, u entweder die Variabein w^^ x^y x^ oder u^^ u^^ ti, ausdrücken 
und in Jede 4^ Zwischenform snbstituiren. Im ersten Falle würde eine 
Relation zwischen den 4 Zwisohenformen unter Vermittlung von zugehörigen 
Formen und Invarianten, im andern Falle eine derartige Relation unter Ver- 
mittlung von Covarianten und Invarianten entstehen. 

Will man die Relation für Zwischenformen nur von den <sonstanten 
Invarianten abhängen lassen, so mü&te man sechs Zwischenformen aufeteüen^ 
welche in Bezug auf alle 6 Variabein von einander unabhängig sind, und 
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soll sie endlich nur unter VermiUlnng von nnmerischen Constanten staltfinden, 
so mflfsten 8 Zwischenformen gegeben sein, um auch die beiden Invarianten 
zu elitniniren. Jedenfalls sieht man, däfs hiernach die Anzahl der Zwischen^ 
formen sehr grofs werden mnfs, weil man Verbindungen ans 8 zn Grunde 
gelegten als solche, bilden nnd antreffen kann. 

Ich werde eine Theorie der Zwischenformen in einer andern Ab- 
handlang geben, und vermittelst derselben zeigen, wie sich die Grundformen fflr 
zusammengesetzte Functioneq von der Form aiSy(ti|,tift,ii3)-|f-67V-(ii|,tii,|fB) 
bilden lassen und welchen Gesetzen sie unterworfen sind. Hier will ich nur 
noch hervorheben, dafs sowohl die Anzahl der von einander unabhängigen 
zugehörigen Formen, als die Anzahl der Covarianten drei betragen mufs, 
weil man jedesmal die 3 Variabein durch drei derartige Functionen ausdrücken 
und in jede 4^ substituiren kann. Da nun zwei Covarianten, nämlich f selbst 
nnd Jf, ferner zwei zugehörige Formen, Sf und Tf, bereits aufgestellt sind, 
so bliebe noch eine Covariante und eine zugehörige Form zu bilden, um die 
von einander unabhängigen Grundformen vollständig zu kennen. Dieses ge- 
schieht nun mit Hfllfe des folgenden Theorems, welches ganz allgemein gilt 
und zur Erfindung von unendlich vielen Covarianten und zugehörigen For- 
men fflhrt. 

Theorem 26. 
I) Wenn man die gegebene homogene Function und ihre erste 
Covariante allmälig in folgenden Formen schreibt: 

(1.) { /*= SA,iX,Xx 

Jf = SB^x, 

(20 ( Af = SB^iX^x^ 

wo 

^ = »^' ». = *^ 

isty und aus den Coeffieienten dieser Functionen in Bezug auf die ex^ 
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eUhehden Variabein simultane Invarianten und Covarianten hitdet, 
eo erhält man jedesmal eine Covariante für f. 

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus dem (Jmslande, dafs es einerlei 
ist, ob man die Functionen (1.), (2.) zuerst in Bezug auf die expticile stehen- 
den Variabein transFormirt und dann nachträglich die Substitution in den noch 
Terftnderlichen Coef&cienten ausfahrt, oder ob man gleich voh vorn herein die 
Functionen f und /1f vollständig transformirt. Wenn abo im ersten Falle die 

Gleichung 

%f)' = r^\ff 

besieht, so ist sie auch noch im zweiten Falle richtig, nur dafs fflr jedes 
System von Coefficienten der Functionen (2.)9 welches in die Verbindung v^ 
eingeht, l um 2 Potenzen erhöht werden mufs, weil jeder Coefficient 

B^, B^i, b^i^ 
den Factor r" mit sich fahrt (§.11 (!.)> 

Der Exponent k bestimmt sich übrigens in allen Fallen durch lr=y^ — , 

wenn y die Ordnung von t^ in Bezug auf die Gröfsen a^Xfif und n in Bezug 
auf die Variabein ist, denn in der Iransformirlen Form kommen die Substi- 
totionscoefficienten in der (3/ — n)^^" Ordnung vor, wahrend r^ von der SA^**" 
Ordnung in Bezug auf dieselben ist, also mufs Sit = 3/ — n sein. 

II) Wetm man statt der Functionen f und Jf die beiden ssuge-^ 
hörigen Formen l^f und Tf in der unter (1.) und (2.) angegebenen 
Weise sehreibt, und dann ebenso aus den Coefficienten derselben In^ 
vmianten und Covarianten bildet, so erhalt man jedesmal eine zugehörige 
Form. Ferner: 

III) fVenn man jede zugehörige Form nach den Gröfsen a^i^ 
diferentiirt und statt der Incremente die entsprechenden Produkte ti„ Ui u^ 
Mubstitmrt, so erhält man eine neue zugehörige Form. 

Ist (p eine aus II) oder III) hervorgehende zugehörige Form, so 
sieht man leicht, dafs 

y' = r^q) 

wird, wo ;is=^-f y ^^^9 weith y wieder die Ordnung von <p in Bezug auf 
die Gröfsen a^x^ und n in Bezug auf die Variabein bezeichnet. Ann dem 
Werth far l geht nun hervor, dafs jede rationale Covariante oder zugehörige 
Form von der Zp^ Orduung in Bezug auf die Variabein sein mufs, wo p 
eine ganze Zahl bezeichnet. Da ferner die Coef&cienten jeder zugehörigen 
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Fonn der dritten Ordnung den 9 Gleicbungen genflgen, welche im Vorher- 
gehenden (§.16, Theorems, und $.23, Theorem 16.) für die CoefHcienten von 
Sf und Tf entwickelt wurden , nur dafs atatt S^ nnd T andere Grofsen ein- 
treten, nnd die Lösungen dieser Gleichungen, wie in $.23 geseigt ist, sich 
immer in der Form 

darstellen lassen, so folgt, dals sich jede sugefadrige Form . der dritten Ord- 
nnng durch Sf und Tf ansdrOcken läfst nnd dafs daher die dritte unabhän^ 
gige zugehörige Form mndestens von der sechsten Ordnung sein mups. 
Man kann endlich anch jede Covariante dritter Ordnung durch f und Jf dar- 
stellen , weun man die Theorie der conjugirten Formen dazu benutzt Ist 
V/ eine GoTariante der dritten Ordnung nnd Py,(ü| , u^, ifj) ihre conjugirte 
Form« so drficke man die letztere als zugehörige Form durch Pf und Bf aus. 
£s sei in dieser Weise P^^ssAP^BEf, dann ist die conjugirte zn P^ 
nach $. 27, Theorem 23. einerseits die Function Af—Bjf^ anurerseits nach 
$.27. Theorem 21. die Function v^ selbst, beide Male noch multiplicirt mit 
einem constanten Factor, so daCs 

^^, = C{Af—Bjf) 

wird, also durch f und Jf dargestellt ist Es mufs daher auch jede dritte 
unabhängige Covariante mindestens von der sechsten Ordnung sein. 

Zur Darstellung solcher Covarianten benutze ich das 26'** Theorem 

^^ • 

insofern, als ich ffir die 5 homogenen Functionen zweiter Ordnung ' 

simultane Invarianten nach $.3 (9.) bilde, was im Ganzen, nach Ausschei- 
dung der abereinstimmenden nnd der verschwindenden, noch 15 Covarianten 
giebt; von diesen wfihle ich die folgende aus den Coefficienten von f und 
iif symmetrisch gebildete: 

(4.) ^p{x^, a?„ a?,) = SiA By'A^Bx, 

ah dritte Fundamentalcovariante. Mau könnte ans dem Systeme 3 anch 
eine der beiden folgenden wählen: 

S{AAY^B^Bx oder 2(ßBY^A,Ax, 

indessen sind diese wegen der ünsymmetrie in Bezug anf die CoefBdenten 
von f nnd Jf, weniger gflnstig. Da die nfibere Entwicklung des Zusammen- 



) 
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banges der 15 Covarianten in die Theorie der Zwischenformen gehört, so 
Qbergehe ich hier dieselbe, indem ich nur in Bezog auf die beiden vor- 
stehenden Covarianten hinzufüge, dafs sich durch die Operation ^ sehr leicht 

^ '^ \:S{BBy'A,Aj, = -f.Jf.S^2f\T-2xp 

ergiebt. Die beiden Covarianten (5.) hat auch Herr Cayley in der citirlen Ab- 
handlung aufgeführt, indessen ist seine dritte aus diesen beiden zusammen- ' 
gesetzte nicht die im Vorstehenden definirte ^. 

Als dritte zugehörige Form eignet sich am besten die unter dem 
Namen der reciproken Polaren in der Geometrie vorkommende, welche des- 
halb die reciproke Form genannt werden soll. Bezeichnet man dieselbe 
durch F{Ui^U2^u^\ so ist bekanntlich 

F= 

das Resultat der Elimination der Variabein Xi^ x^^ Xy aus den Gleichungen 

df df df 

Eine von Herrn Hesse im 40'^'"' Bande dieses Journals S. 318 gegebene 
Methode zur Bestimmung dieses Resultats lafst sich dadurch ausführen, dafs 
man die nach den Variabein o^i, or,, Xy geordnete Zwischenform 6, 

= S(ß^aaY^u^UiX^x, = ^e^^x^x^ 

als homogene Function zweiten Grades dieser Variabein betrachtet und zu 
derselben in diesem Sinne die zugehörige Form bildet, was 

(6.) F(ii„ tt„ 1/3) = s^eey'u^u, 

giebt. Diese Form ist in Bezug auf die Variabein von der 6**% in Bezug auf 
die Coefficienten von der 4^'" Ordnung. 

Ich will nun eine neue Darstellungsweise von F geben. 

Es soll auf Ähnliche Weise wie in §. 16 (9.) durch 

die Function bezeichnet werden, welche entsteht, wenn man 3y nach den 
Gröfsen a^ar differentiirt und statt der Incremente die Potenzen und Produkte 
^fVoVr substituirt, und für den Augenblick diese Operation durch d angedeutet 
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werden, dann ist 

(7.) dTf = d^(a^ a,y' ^^ u,u, u^ 

= 2-^(0^ da;r^ 8^^^ II, Ui u^ + 2{a^ a^y^ ds^„^ v, u^ t/^, 
aber {a^äa„Y^ = {a^,7iriY^tjg, also mit Anwendung des Vertaaschongssatzes : 

(a.) 2{a^da^y\^^u^UxU^ == 2;{a^, ^i?)''V^««tiiti^i?a = -2:(tiii, rjTjy^^.u^ri^. 
Ferner, weil 

ist, 

äSf(v,,v,,v,) = Sds^,^v^v,v^ = S-^aaurrfflO^'t^e^at^^ (§.14 (6.)) 
und 

also 

und wenn man auf beiden Seiten die symbolische Substitution 

ausfahrt: 

(/3.) S{a^a,y'ds^,^u,u,u^ = ^2i{aaY'ririy%a^a,y'u,u,u^ri, 

= ZS{0,r[riy-{a^a,Tu^n.: 
SubstUuirt man (a.) und (/9.) in (7.), so ergiebt sich 

Setst man nun die Variabein t]^=:u^, so wird (uv, 1717)*^ == (iiii, tiw)*^ = 
und (8.) geht Aber in 

(90 T,f(u,,u,,u,;u,,u,,u,) = 32{0,uuy'0^, = S-^CÖör 11,11,, 

was wegen (50 das folgende Theorem giebt: 

Theorem 27. 

Wenn man die zweite Invariante T nach den Größen a^i^ zwei-' 
mal differentiirl , und statt der incremente jedesmal die entsprechenden 
Potenzen und Produkte u^UiU^ substitnirt, so entsteht die dreifache re- 
ciproke Form, nämlich 

d*T ' 
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Differentiirt man die Form (9.) nochmals und setzt wiederum statt der 
Incremenle die Potenzen und Produkte ^^^x^uf so erhält man mit Rflcksicht 
auf (/?.)) ^^il j^l^t ^^^ ^^^^ di^ Ausdrficke {a^a^y^ {^^ti^Y^ differentiirt 
werden mflssen, nur Glieder von der Form {uu^uuy^^ {uu,nuY\ welche 
verschwinden, daher folgt: 

Man kann diesen Satz^ so wie den analogen aus §.16 (9.) hervor- 
gehenden dazu benutzen, um die beiden Invarianten der Form 

in reducirter Weise darzustellen. Bezeichnet man dieselben durch S), und 
Tä, so wird 

S, = S^hdSy T^ = r-f ArfT+^rf=T, 

weil fflr Sj, die Differentiale vom zweiten ab, fflr T;, vom dritten ab ver- 
schwinden, daher 

(10.) Sn = «+i(AS/-; T, = T^hTr^lh'Ff. 

Zur Darstellung der zugehörigen Formen dritter Ordnung habe ich in 
§.28 die Gleichung 

gegeben; eine ganz analoge Beziehung gilt fär die Zusammensetzung der zu- 
gehörigen Formen 01^^' Ordnung, welche aus der zwetmaligen Differentiation 
einer Invariante entspringen, und ich will hiervon nur der Vollständigkeit hal- 
ber noch die Zerlegung von F^f^^^f in F, Pf, Rf oder F, Sf, Tf angeben. 
Es ist nSmlich 

(11.) 6Ä'F,^^,,,^ = 

m\G.F-\-{^/^-GST)P^f^2{^^ 

oder wenn man Pf und Rf durch Sf und Tf ersetzt: 

(12.) ^F,f^,^f = W.F-{{2a''^^Tb')bS}^Q{ä'-\-Sb')SfTf-\ %ab'T}. 

Herr Cayley hat in der citirten Abhandlung die Form (12.) gegeben; die 
Form (11.) enthalt aber das Bildungsgesetz. 

§. 30. 
Zum Schlüsse dieser Untersuchungen, aus weichen die ganz besondere 
Wichtigkeit der conjugirten Formen genugsam erhellet, will ich noch eine 

24* 
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merkwQrdige Beziehung dieser Formen su den nrsprflnglich gegebenen Functio- 
nen entwickeln, die eine Art Reciprocitälsgesetz zwisclien der ersten Co- 
variante und der ersten zugehörigen Form bildet. 

Theorem 28. 

Die erste zugehörige Form und erste Covariante der canjugirten 
Form Pf(Ui^U2^ u^) sind beziehungsweise, bis auf einen constanten Factor, 
mit der ersten Covariante und ersten zugehörigen Form der Ursprung^- 
liehen Function f{Xi , X2 , x^ übereinstimmend. 

Zum Beweise bemerke man zunächst , dafs der eine Theil des Satzes 
den andern mit herbeifQhrt, weil die Grundeigenschaft der conjugirten Formen 
darin besteht, dafs sie sich gegenseitig reproduciren. 

Ferner vereinfacht sich der Beweis, wenn man von dem constanten 
Factor absieht, weil man dann die Uebereinstimmung der beiden in Rede 
stehenden Formen dadurch nachweisen ktfnn, dafs man sie als Eliminations- 
resultate derselben Gleichungen darstellt. Um die erste zugehörige Form als 
Eliminationsresullat darzustellen, d. h. um ein System von Gleichungen zn 

finden, aus welchen sich 

Sfiu^^u^^n^) = 

als Endresultat ergiebt, beachte man die Grundgleichungen fflr Sf, %.i6 
Theorem 9: 

(1.) 2iiaara,y'u,uiu^ = iSf, :saaay^ar;)'''u,u,u^ = 0, 

wo r, Ti constante von einander verschiedene Indices bezeichnen. 
Aus denselben folgt zunächst 

(2.) SSiiaaya^^y^u.UiU^u^x^^ = U^iU,'\'X2U2-\-x^u,)Sf, 

wenn man über r und r^ summirt, da sich die Gleichungen (1.) wieder er- 
geben, wenn man die Coefficienten gleicher Potenzen von ^Tj, ar?, x^ ein- 
ander gleich setzt. 

Bezeichnet man jedoch wie im $.8. 

Sia^ax^u^Ur durch 0,2, 
ferner wie frQher 

SOr^ni^t, durch A^i, 
so geht (2.) in 

(3.) S{0Ay^u^Ui = i{x,u,^X2U2'\-x,u,)Sf 
aber, oder in 

(4.) S{uu, Ay^ 6,1 = i (a?| u, J^x^u^^Xy ti,) Sf. 
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(6.) 



U2V2 

«lt?2 +112^1 



Es sei Vi^ ^2 9 Vy ein zweites System von Variabein, welches in Verbindung 
mit Xi^ ^29 ^39 dio bis dahin ganz beliebig waren, den Gleichungen 

(5.) 2A,i = ttx«?2 + «At?^ 

genflgt, so wird die linke Seite von (4.) identisch =0, weil (uu,uV'\-vu)'^s=^0 

ist, daher folgt, dafs die 6 Gleichungen, welche aus (5.) entstehen, wenn 

man alle Werthe 1, 2, 3 fflr x, l setzt, als Eliminationsresultat der Variabein 

Wi^ ^2, ^Ts; t^i, ^2, 1^3 die Gleichung 

Sf=0 
liefern. 

Die Gleichungen (5.) sind ausfflhrlich geschrieben die folgenden: 

(«m ^1 + «112 ^2 + ^113 ^3) = •'i ^1 

(«133 a?l + «233^2 +«333^3) = 

2(Äi23^1-|-Ö223^2"r«233^3) ' 

2 (Äii3 Xi -|- 0123 ^2 "T ^133 ^3/ ' 

2 (flin ^1 + ^122 ^2 + «123 ^3) = 

ond Sf ist demnach bis auf einen Zahlenfactor einer Determinante gleich, 

nflmlich : 

«111 «122 «133 2ai23 2ai,3 2ain 

«112 «222 «233 2Ä223 2Ä|23 2|Ii22 

«113 «223 «333 2^233 2«i33 2«i23 

tl| fl) tl2 

tl2 tl3 

tl3 fl2 

Nun kann man aber die Gleichung (6.) mit Hülfe der Coefficienten 
von Pf auflösen. Da nämlich 

ist, so erhält man, wenn man die Gleichungen (6.) mit den entsprechenden 
p^gi multiplicirt 

= ri(p^ntii-f ;^„2«2+;^Ti3W3) 

+ t?2 (Pu7 Wl + Pt22 «2 + ;^t 23 «^3) 
+ «^3(;^Tutti+;^t23«'2-fp,33W3) 

oder wenn der Kflrze halber 

PmI = PimX *! + P2mX ^ + PsmX ^3 



(7.) Sf=^ -6 
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* 

ist, und man r=^i^2 oder 3 setst: 

= riPn+rjPn+rjPja i 

== r^Pn-f r^P^^+rjPss 

= t?i P|3 -f 1^2 P23 T «^3 '^S • 

Eliminirl man hieraus r,, Tj, r,, so ergiebt sich wegen §.11 (6.): 

JP^ = 0. 

Da aber JPf und Sf von der dritten Ordnung in Bezug auf die Variabein 
sind, so können sie sich nur noch durch einen conslanten Faclor von einan- 
der unterscheiden. 

Beiläufig bemerke ich noch, dafs nach Bestimmung dieses Factors 
sich ergiebt: 

rov \'"'^= -2R^Sr, 

Ich habe bereits in meiner Abhandlung im dO'*'*" Bande dieses Journals dar- 
aur aufmerksam gemacht, dafs eine der zugehörigen Formen die Eigenschaft 
hat eine Function mit rationalen Coefficienten zu liefern, deren erste Covariante 
(Functionaldeterminante) sie ist, aus dem Vorhergehenden (9.) sieht man, dafs 
— 2R^Sf diese Function ist, und dafs Pf ihre primitive Form wird. 

FOr geometrische Anwendungen ist durch das 28"^ Theorem eineRe- 
ciprocitAt zwischen Punkt- und Liniengebilden dritter Ordnung erwiesen, 
welche denen der Kegelschnitte analog ist, weil man in ein und demselben 
System direct von Curven dritter Ordnung zu Curven dritter Klasse tber- 
gehen kann, während die bekannte Verallgemeinerung dieser Theorie einen 
Ueb ergang von Curven der dritten Ordnung zu Curven der eee Asten Klasse 
erfordert. 

Ich bemerke zum Schlufs, dafs die zweite zugehörige Form Tf einem 
analogen, fflr den Charakter derselben fundamentalen Theorem genOgt, welches 
sich wie folgt aussprechen läfst: 

Theorem 39. 

Die homogene iik^nction der Variabein x^ , ar, , ^3 , deren conjugirte 
Form die zweite zugehörige Tf ist, stimmt mit der zweiten zugehörigen 
Form der zu f conjugirten Pf bis auf einen constanten Factor überein. 

Mit Hälfe einiger die Zwischenformen betreffenden Entwicklungen ge- 
langt man von den beiden letzten Theoremen zu einer wesentlich andern 
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Darstellung der Grundformen im System der zugehörigen Formen , als sie 
Herr Cayley in der citirten Abhandlung gegeben hat. Es gestaltet sich in 
der That das ganze System, welchem die zusammengesetzte Function 

aPf—bRf^ Ri(aT-bS^)Sf-{aS-bT)Tf) 
zu Grunde gelegt ist, in folgender ebenso einfachen wie gesetzmfifsigen Weise: 

iii.) Ä«p,,,-6..,, = emsi,, 

IV.) J(aPf-bRf) = -2WS„,.^,jf, 
V.) ««P^-*«^ = AKJi^af^bJf). 

VI.) T,p^,nf = 8Ä<i^/-i^^/*). 

Vn.) P.Pf-,Hf = - 3211««.% {af^ bJf) , 

Vin.) R^,^,nr = - 64Ä'Ä„% (^^^f-^^^ jf) , 

IX.) ^J^aPf^bRf =• 

X.) ^G .XpaPf^bRf = 

wo V' die oben definirle drille Covariante bedeutet. 

Die Ableitung des 29'*^" Theorems, so wie die Entwicklung der vor- 
stehenden Formen werde ich sehr bald diesen Untersuchungen folgen lassen. 

Berlin, im December 1857. 
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11. 

Note sur la composition du nombre 47 par rapport 
aux vingt-troisiemes racines de Funit^. 

(Par M. Cayley.) 



M. Kummer a Irouve (Journal de M. Liouville l. XII, p. 208) quo le 
noQibre 47 peut dlre decompose en onze factears qui se dedaisent du sui- 
vant a'"+a"-f a®+a**-|-a^-f-a*°, a designant une racine 23*'"* de Punite, et 
on sait par la theorie generale quMl doit y avoir une puissance 47^^ qui se 
decompose en vingt-deux facleurs. Le nombre 47^ peut se decomposer en 
deux facteurs formes avec les demi-periodes des racines; H etait donc na«- 
lurel d'essayer si le facteur (a^^-["^^4""^+""4"«^4"0^ pourrail se decom- 
poser de möme en deux facleurs, ce qui donnerait la decomposition de 47^ 
en vingt-deux facteurs. Mais on demontre tres-facilement que cette decom- 
position n'est pas possible. En effet en posant a^ = l (iL etant un nombre 
* prämier) et en faisant 

on aura ^ = ii^-f-6^-f ' **^^* ^^ nombre qui forme le premier membre 
peut se reduire au moyen de T^quation 1 -f a 4" • * ' ^^'"* = a la- forme 

ß'a-f CV.-. + jKV-* et Ton aura 

equation qui subsiste Iorsqu*on y fait a = l, ce qui donne 

or. la fonction qui forme le second membre, prise avec le signe negatif peut 
se mellre sous la forme (a — ft)^-f-(^~^)^"f(*~0+ ^^c- Jone la decom- 
position n'existe pas a moins que ^'-f C-f •••£' ne seit negatif. Mais, eo 
reduisant seulement au moyen de Tequation a^— 1=0, on trouve la suivante 

6 + 7a +7a^ +3a^ 4-6a* +9a* +6a« +16a^ +15«« +9a« +18a*"+9a" 1 

+ 7a" + 7a^» + 3a^"|- 6a^«+ »«'H 6«*'+ 1^«"^ + 1 &«" + Öa»*^ t8a»+ 9a" J 
laquelle, en vertu de 1 -j- a -f- • • • «^ = 0, se reduit ä 

a ^a" —3a» +3a* +10a^ +9a« +3a« -f 12a*H3«" 
^aW^a^i_3a^0 4.3at8^10a*^+9a«+3«'*+12a»'+3a« 

oü la aomme des coefficients est positive; donc la decomposition ne peut pas 
s'effectuer. On pourrait sans beaucoup de peine essayer de la mdme maniere 
les Dombres /'=2 ou /'=3, mais je ne sais pas si Ton a une idee quel- 
conque de la grandeur du nombre f. 
Londres, le 10 Mai 1857. 
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12. 

lieber eine zahlentheoretische Funktion^ 

(Von Herrn Stern zu Göttingen.) 



In den „Monatsberichten der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
aus dem Jahre 1850*' findet man S. 36 einen Aufsatz von Eisenstein über 
eine zahlentheoretische Funktion, auf weiche er bei seinen Untersuchungen 
Aber die höheren Reciprocitätsgesetze geführt wurde, worüber in einer an- 
deren Arbeit Eisenstein'^ (dieses Journal Bd. 39 S. 356) weitere Erörterungen 
vorkommen. In dem erwähnten Aufsatze giebt Eisenstein den Werth der 
Funktion an, und zeigt, dafs dieser Werth der einzige ist, der den Bedin- 
gungen entspricht, welchen die Funktion genügen soll. Die Analyse aber, die 
zu diesem Werthe geführt hat, und die der Verfasser als eine schwierige be- 
zeichnet, hat er nicht mitgetheilt. Weiter bemerkt er, dafs ihn die Betrach- 
tung dieser Funktion auf eine merkwürdige Zahlenreihe geführt habe. Er 
giebt eine Anzahl von Sätzen, die eben so viel Eigenschaften dieser Reihe 
ausdrücken; der Beweis derselben, sagt er am Schlüsse, sei in derselben 
Analyse mit enthalten, welche zur Bestimmung der erwähnten Funktion ge- 
fflhrt hätte. 

Dieser Aufsatz wurde der Akademie den 18. Februar mitgetheilt. 
Schon etwas früher, in einem vom 14. Januar datirten Briefe, theilte mir 
Eisenstein die Auffindung dieser Reihe und die so eben erwähnten Eigen- 
schaften mit, ohne jedoch der zahlentheoretischen Funktion zu gedenken, und 
schrieb mir noch Folgendes dabei. ^Meine Beweise dieser Sätze sind ziem- 
lich complicirt, vielleicht finden Sie einfachere, es wäre mir lieb solche zu 
besitzen, die sich unmittelbar aus der gegebenen Bildungsweise auf elementare 
Weise ergeben.'" Ich war damals verhindert, diesem Gegenstande meine 
Aufmerksamkeit zu widmen. Gegenwärtig aber hoffe ich, leider zu spät, 
dem Wunsche meines unvergefslichen Freundes vollständig zu entsprechen, 
indem ich die Eigenschaften der Reihe, wie der damit eng verbundenen 
Funktion aus den elementarsten Betrachtungen ableiten werde. 

Journal fffr Mathematik Bd. LV. Heft 8. 25 
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1. 

Es seien zwei positive Zahlen m und n gegeben, man addire sie und 
setze die Summe m-f n zwischen dieselben, so erhält man die Folge 

(1.) m, m-\'n, n. 

Man addire in dieser Folge wieder je zwei aufeinanderfolgende Zahlen, und 
setze ihre Summe zwischen dieselben, so erhält man die Folge 

(2.) iw, 2m-\-n, m-^n, m-f 2n^ n. 

Behandelt man diese Folge weiter auf dieselbe Weise, so erhält man 

(3.) m, 3m-\-n, 2i/i-}-»i 3m-j-2ii, w-fw, 2m'j'Sn, in-j-2it, m-fS», n 

und man sieht, dafs sich das Verfahren ins Unendliche fortsetzen läfst. 

Die FoJge (1.) nenne ich die erste Reihe, die Folge (2.) die zweite 
Reihe u. s. w. Alle diese ins Unbestimmte fortgesetzten Reihen sollen die 
Entmckelung (m, n) beifsen und m das erste, n das zweite Argument 
dieser Reihen. Wo es die Deutlichkeit fordert, werde ich die p^ Reihe auch 
als die p*^ Entwickelungsreihe (m, n) bezeichnen , und die Folge m, n die 
nultte Entwickelungsreihe nennen. Jede in einer Reihe enthaltene Zahl heifse 
ein Glied dieser Reihe, eine Anzahl unmittelbar aufeinanderfolgender Glieder 
eine Cfruppe. Jede Zahl, welche die Summe der sie einscbliefsenden Zahlen 
ist, nenne ich ein Summenglied, jede andere Zahl ein Stammglied; ein und 
dieselbe Zahl kann also an gewissen Stellen ein Summenglied und an anderen 
ein Stammglied sein. 

Aus der Bildung der Reihen ergeben sich nun unmittelbar folgende 
Eigenschaften derselben. 

Die Zahl m kommt nur und immer nur am Anfange, die Zahl n nur 
und immer nur am Ende jeder Reihe vor, die Zahl m-f n nur und immer 
nur in der Mitte, weswegen sie auch das Mittelglied beifsen soll. Die 
Reihe der Glieder von dem ersten an bis zu dem Mittelgliede , dieses ein- 
geschlossen, soll die erste Hälfte der Reihe beifsen, die Reihe der Glieder 
von dem Mittelgliede an, dieses eingeschlossen, bis zum Ende der Reihe, 
heifse die zweite Hälfte. In den Reihen, welche auf die erste folgen, sind 
die zwischen dem Anfangsgliede m und dem Mittelgliede enthaltenen Glieder 
ebenso aus diesen gebildet, wie die zwischen dem Mittelgliede und dem End- 
gliede n liegenden Glieder aus diesen. Zwei gleichweit von dem Mittelgliede 
entfernte Glieder mflssen also in einander flbergehen, wenn man m und n 
vertauscht (da das Mittelglied durch diese Vertinscbung nicht geändert wird). 
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Ist das eine dieser Glieder km 4- In, so mufs das andere Im -\- kn sein ; zwei 
solche Glieder nenne ich symmetrische. Die Coefficienten des ersten und 
zweiten Arguments in irgend einem Gliede sollen bezuglich der erste und 
zweite Coefficient dieses Gliedes beifsen. 

Zwischen je zwei Stammglie.dern steht ein Summenglied, zwiocben je 
zwei Summengliedern ein Stammglied. Die Stammglieder nehmen die tin- 
geraden Steilen in der Reihe ein, die Summenglieder die geraden; die 
Zahlen in den geraden Stellen sind daher grölser als die ofkftnittelbar folgen- 
den und vorhergehenden. Daraus folgt, dafs in jeder Reihe, von den zwei 
Stammgliedern, welche ein Summenglied bilden, abwecliiselnd das vorher- 
gehende oder das folgende das kleinere ist. Beginnt z. B. irgend eine Reihe 
nrit den Gliedern 

so beginnt die folgende mit 

und man hat m<Cs} s^m^r^ ^i<r*i, ... 

Es ist also allgemein ein Glied in der Stelle 4Ar-f 3, gröfser als die 
Glieder in der Stelle Ak-^-l und 4Xr-f 5. 

2. 

Ist die Anzahl der Glieder in irgend einer Reihe = k, so ist die 
Anzahl der Glieder der folgenden Reihe 2(A: — 1)-|-1. Nun ist die Anzahl 
der Glieder der ersten Reihe =2-f 1, also allgemein die Anzahl der Glie- 
der in der />*•" Reihe ^a^'-f-l. 

Stellt man sich die einzelnen Glieder einer Reihe zusammen addirt 
vor, und nennt dies die Summe der Reihe, so ist leicht zu sehen, dafs die 
Summa einer folgenden Reibe gefunden wird, wenn man das dreifache der 
Summe der unmittelbar vorhergehenden nimmt und die Summe der Argumente 
m-fn abzieht« Denn in der folgenden Reihe kommen nicht blofs die Glieder 
der vorhergehenden wieder unmittelbar vor, sondern jedes derselben wird 
noch aufserdem doppelt wiederholt, indem es zum vorhergehenden und fol- 
genden addirt wird; mit Ausnahme des ersten Gliedes, welches nur zum 
folgenden, und des letzten, welches nur zum vorhergehenden addirt wird. 
Bezeichnet also Sj,{m, n) die Summe der /^^"" Reihe mit den Argumenten 
m, n, so findet sich 

Sp{m,n) = —^{m-j-n). 

25* 
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Im Folgenden sollen die Argumente immer ganze Zahlen sein, doch 
darf eines derselben auch Null werden. 
Man hat 

Sp{m,n) = Sp(fi,m) 

Sp(m',n') _ m'+n' 
Sp{m,n) m-^-n 

Aus der letzten Gleichung folgen die speciellen Gleichungen 

«p(l,l) = S,(1,0) + «p(0,l) 
5,(1,2) = Ä,(0, !) + «,(!, 1) 
Ä,(2,3) = «,(1,1)+Ä,(1,2) 



also auch 



Spji, i) _ ^ , Sp(o,i) _ ..j_ 

Sp{i,0) — '■T"«p(l,0) — 'T 1 



Sp(l, 1) 



*+f 



Sp{2, 3) _ . , j 



^ + T 



u. s. w. 



8. 

Ich betrachte nun den besonderen Fall, wenn die beiden Argumente 
der Einheit gleich sind, also die Entwickelung (I9I), auf welche sich, wie 
später gezeigt werden soll, alle flbrigen Fälle zurflckfAhren lassen. Aus den 
obigen allgemeinen Erörterungen ergiebt sich unmittelbar, dafs hier die Ein- 
heit immer und nur am Anfang und Ende jeder Reihe vorkommt, dafs das 
Mittelglied = 2 ist und dafs die egmmetriechen Glieder gleich sind; so dafs 
die der Zahl 2 vorausgehenden Glieder sich hinter derselben in umgekehrter 
Ordnung wiederholen. / 

Es können nie zwei gerade Zahlen in einer Reihe unmittelbar auf 
einander folgen. Bezeichnen g, g', g" irgend welche gerade Stammglieder, 
u, u', u" irgend welche ungerade, G, G', G" irgend welche gerade Sum- 
menglieder, D, V, V irgend welche ungerade, so mOfste eine Gruppe von 
zwei geraden Gliedern, die in der /9^*" Reihe vorkäme, entweder G, g oder g, G 



•1. 
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sein ; in beiden Fällen hätte man also eine Gruppe von drei geraden Gliedern, 
entweder jj/', G^g oder^^ G^g^ und mithin in der p — 1**" Reihe eine Gruppe von 
zwei geraden Gliedern, g\ g oder g, g\ d. h. wenn in der //^''" Reihe eine 
Gruppe von zwei geraden Gliedern vorkommt, mnfs auch in der p—V*^^, und 
mithin in jeder vorhergehenden Reihe, eine solche Gruppe vorkommen, wäh- 
rend doch die erste, aus den Gliedern 1, 2, 1 bestehende Reihe keine solche 
Gruppe enthält, also Oberhaupt keine solche vorkommen kann. 

In keiner Reihe kann eine Gruppe von drei Zahlen vorkommen, so 
beschaffen, dafs jede dieser Zahlen, oder nur die mittlere, ungerade isL 
Gäbe es in der p'*'' Reihe eine Gruppe u^ u\ u", so könnte sie, wie sich 
versteht, nicht u, ü, u' sein, sondern U, u\ U\ Diese letztere Gruppe würde 
also die Gruppe g, U, u\ IJ\ g' bedingen und mithin mOfste die/i—r*' Reihe 
die Gruppe g, u\ g^ enthalten; diese müfste G, u\ G' sein, (da sie nicht 
g, U, g' sein kann) und wQrde daher die Gruppe u, G, u', G', ti" be- 
dingen; in der p — 2'^*' Reihe mOfste mithin wieder eine aus drei ungeraden 
Gliedern bestehende Gruppe u, u\ u" vorkommen. Setzt man diesen Schlufs 
fort, so folgt, dafs überhaupt in den Reihen vom Range p, p —2^ p— 4^ . . . 
eine Gruppe von der Form u, U', u', und in den Reihen vom Range p—i^i 
p — 3, /? — 5, ... eine Gruppe von der Form G, u, & vorkommen müfste. 
Da aber die zwei ersten Reihen 1, 2, 1 und 1, 3, 2, 3, 1 weder die eine 
noch die andere dieser Gruppen enthalten, so folgt, dafs sie überhaupt nicht 
vorkommen können. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dafs von den acht Zusammenstellun- 
gen zu drei Elementen, die sich aus irgend welchen geraden Elementen g 
und irgend welchen ungeraden u bilden lassen, nur die drei folgenden in ir- 
gend einer Reihe als Gruppe vorkommen können, nemlich 

guu 

ugu 

uug. 
Man sieht aber zugleich, dafs nur eine dieser Gruppen sich fortwährend in 
der Reihe wiederholen kann und mufs. Geht man z. B. von der Gruppe guu 
aus, so kann die nächstfolgende weder uug noch ugu sein, weil in beiden 
Fällen drei ungerade Zahlen auf einander folgen würden. 

ßeginnt irgend eine Reihe mit ugu, so ist klar, dafs die nächste mit 
uug, die darauf folgende wieder mit ugu beginnen mufs u. s. w. Nun be- 
ginnt die erste Reibe wirklich mit ugu, folglich wird sich in jeder Reihe 
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vom Bange 2p -{-l diese Gruppe von Anfang an wiederholen; und da die 
Zahl aller Glieder =2^^+^-fl, also durch 3 theilbar ist, so wiederholt sich 
diese Gruppe bis ans Ende der Reihe. Ist dagegen die Reibe vom Range 2p, 
also die Anzahl der Glieder 2'^^-\-i^ so wird sich die Gruppe uuy vom An- 
fang der Reihe an wiederholen, die Reihe wird aber mit uu schliefsen. 

4. 

In jeder Reihe ist die Summe der zwei äufseren von je drei 
aufeinander folgenden Gliedern durch das mittlere Glied theilbar. Ist 
das mittlere Glied ein Snmmenglied, so versteht sich der Satz von selbst. 
Ist dagegen das mittlere Glied, welches m heifsen soll, ein Stammglied, sind 
also die äufseren, s und s\ Summenglieder, so wird m jedenfalls aus einer 
früheren Reihe herstammen, in welcher es Summenglied war. War es in 
der p — V"" Reihe Summenglied und dort von den Gliedern a und b einge- 
schlossen, Ä-|-Ä = m, so hat man in der />*•" Reihe die Gruppe a^ Sy m, s, b, 
also Ä=«-j-iw, y = m-|-6 und *-|-«' = 3m. War m in der /? — 2*^" Reihe 
Sunimenglied, so hat man, mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung, 
in der /> — 1'*^" Reihe die Folge s — m, m, s'—m, und nach dem eben Be- 
wiesenen, s — m'\-s'—m = 3m, also s-\'s' = 5m. Setzt man diese Betrach- 
tung fort, so findet man allgemein Folgendes: 

Wenn in der p^""" Reihe die Gruppe a, b, c vorkommt, und b ist 
in der p — k^^"" Reihe als Summenglied entstanden, so ist 

(4.) fl-fc = (2Ar-f 1)A. 

Man sieht dafs diese Formel zugleich den Fall umfafst, wenn k = 0^ 
also in in der p^^"" Reihe selbst als Summenglied entstanden ist. 

Umgekehrt kann man also auch aus einer gegebenen Gruppe /i, b, c, 
in der p^^" Reihe finden, in welcher Reihe das Mittelglied b als Summenglied 
entstanden ist. Denn bezeichnet man diese Reihe durch p — k, so ist 

Man findet z. B. dafs die sechste Reihe mit den Zahlen 

1, 7, 6, 11, 5, 14, 9, 13, 4, 15, 11, ... 

13+15 4 

beginnt. Nimmt man die Gruppe 13, 4, 15, so folgt aus — -^-g = 3, 

dafs die Zahl 4 in der 3^ Reihe als Summenzahl entstanden ist. In der 

« 

That entspringt die Gruppe 13, 4. 15 aus der Gruppe 1, 4, 3, mit welcher 
die dritte Reihe beginnt. 
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Da die geradsielligen Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind, and 
das Glied, welches in der p-^V'"'' Reihe die Stelle 2/ einnimmt, in der fol- 
genden Reihe in der 4/— 1*^" Stelle erscheint, so kann man auch behaupten, 
dafs das 4/— 1'' Glied der p''" Reibe in der p—l''" Reibe als Summenglied 
entstanden ist; ebenso findet sich, dafs das 8/ — S*"" Glied der p^"^" Reibe in 
der p — 2'*''' Reihe als Summenglied entstanden ist; und allgemein, dafs das 
Glied, welches in der ^*^" Reihe die Stelle 2'-' 2/— (2'-'— 1) = 2'"' (2^—1) +1 
einnimmt, in der Reibe p — (/ — 1) als Summenglied entsteht. Ist also b das 
Glied, welches die Stelle 2^~^(2/ — i)-\-i einnimmt, a das vorhergehende und 
c das folgende, so hat man nach der Formel (4.)^ 

(2/— 1)Ä = a-^c. 

Es ist klar, dafs durch die Form 2''~^(2/— !)-[ 1 ßäe ganze Zahl, und 
zwar nur auf eine einzige Weise dargestellt werden bann. Sobald mitbin die 
Reihe ;; und die Stelle 2'(2? — l)«fl in dieser Reihe, in welcher eine ZaU 
vorkommt, gegeben ist, weifs man, dafs diese ZabI in der Reihe p — k als 
Summenzahl entstanden ist. Auf den Werth von / kommt es hierbei nicht an. 

Ist in einer Reihe die Gruppe a, b, c, in einer andern die Gruppe 
a, ß, y enthalten, und steht a in derselben Stelle wie a, so hat man auch 

5. 

Es können nie zwei aufeinander folgende Glieder einer Reihe 
einen gemeinschaftlichen Faktor haben. Es seien a, b, c drei unmittelbar 
auf einander folgende Glieder. Hatten b und c einen gemeinschaftlichen Faktor, 
so möfslen, nach der Form (4.), auch a und b diesen Faktor gemeinschaftlich 
haben, und aus der Fortsetzung dieser Schlufsweise würde folgen, dafs alle 
Glieder der Reihe diesen Faktor enthalten mOfsten: was nicht sein kann, da 
das erste Glied der Reihe =•- 1 ist. Der froher bewiesene Satz (§. 3), dafs 
nicht zwei gerade Zahlen in der Reihe unmittelbar auf einander folgen kön- 
nen, ist also ein spezieller Fall dieses allgemeineren. 

Ein Summenglied b kann also nur dadurch entstehen, dafs zwei Zahlen, 
weiche relative Primzahlen zu b sind, zusammen addirt werden. Mit anderen 
Worten: wenn in der Gruppe a, b, c die Zahl 6 = ii-f ^ ^t, so müssen 
a und c relative Primzahlen sein. 
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Eine und dieselbe Gruppe a, h kann nicht zugleich in zwei ver^ 
schiedenen Reihen vorkommen. Man nehme zuerst an, «s sei aZ>bf also 
a eine Summenzahl. Geht das Glied ß dem a voraus, so ist ß<Za und in 
der vorhergehenden Reihe findet sich die Gruppe ß, b. Hier ist wieder ent- 
weder ß>b und es geht daher ein Glied ß<iß dem Gliede ß voraus, 
oder es ist ß <ib, und es folgt dann auf b ein Glied V <Z b. In der nächst* 
vorhergehenden Reihe hat man also entweder die Gruppe ß^, ß, oder die 
Gruppe b, b'. Man wird also jedenfalls, von einer zweigliedrigen Gruppe 
der vorhergehenden Reihe geführt, in welcher wenigstens das erste, oder 
das zweite Glied kleiner ist als das entsprechende Glied der Gruppe, von 
welcher man ausging. Setzt man dieses Verfahren fort, so mufs man zuletzt, 
nach einer bestimmten Zahl von Operationen, zu einer zweigliedrigen Gruppe 
kommen, in welcher entweder das erste, oder das zweite Glied der Einheit 
gleich ist. Man nehme nun an, die Gruppe a, b komme in der p*""" Reihe 
vor und man werde nach k Operationen zur Gruppe 1, ß oder zur Gruppe 
ß, 1 geführt, welche also zur p — k^'''' Reihe gehört. Die Gruppe i, ß kann 
nur am Anfang, die Gruppe ß, 1 nur am Ende der Reihe stehen (und beide 
Gruppen müssen zugleich in der Reihe vorkommen). Fände sich nun die 
Gruppe a, b noch aufserdem in der y^" Reihe, so müfste sich auch in der 
q — A*^**" Reihe die Gruppe 1, ß am Anfang finden; was nicht sein kann. 
Dasselbe Resultat erhält man, wenn man a<Cb voraussetzt. 

Eine und dieselbe Gruppe a, b kann nicht zweimal in derselben 
Reihe vorkommen. Indem man sich der vorhergehenden Beweisführung be- 
dient, läfst sich nämlich zeigen, dafs wenn in irgend einer Reihe eine zwei- 
gliedrige Gruppe doppelt vorkäme« dies auch in jeder vorhergehenden Reihe 
der Fall sein müfste, während doch in der ersten Reihe 1, 2, 1 keine solche 
Doppelgruppe existirt. 

Eine bestimmte Gruppe a^ b, kann also überhaupt nicht mehr als 
einmal in der Entwicklung (1,1) vorkommen. 

Es folgt zugleich hieraus, dafs in derselben Hälfte einer Reihe nicht 
irgend eine Gruppe a^ b, und die umgekehrte b, a vorkommen kann, weil 
sonst in der zweiten Hälfte dieselben Gruppen vorkommen müfsten (§.3.); 
sowie dafs nicht in einer Reihe die Gruppe a, b, und in einer anderen die 
Gruppe b^ a, vorkommen kann. 
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Aus dem Vorhergebenden ergeben sich unmittelbar folgende SStze: 
In keiner Reihe kann eine Summenzabl mehr als einmal auf die- 
selbe Weise gebildet werden. Ist z. B. b die Summe von a und e, so 
kann die Gruppe a, b, c nicht zweimal in derselben Reibe vorkommen. 
Ebenso folgt, dafs nicht in derselben Hälfte einer Reihe eine Summen- 
zahl auf dieselbe und auf umgekehrte Weise gebildet werden kann, 
d. h. es können nicht in derselben Hälfte einer Reibe zugleich die z^ei 
Gruppen a, b, c und c, b, a vorkommen. Auch kann nicht in zwei 
verschiedenen Reihen eine Summenzahl auf dieselbe oder auf umgekehrte 
Weise gebildet vorkommen. 

Nun sind a und c relative Primzahlen (§.5), man hat also den Satz: 
^ine iiahi (die gröfser als die Einheit ist) kann höchstens so oft 
als Summenzahl vorkommen, als es kleinere Zahlen giebt, die zu ihr 
Primzahlen siad. 

Jn der Entwickelung (1,1) kommt jede ganze Zahl vor. Denn 
die erste Reihe beginnt mit 1, 2; die zweite mit 1, 3; allgemein die n—,V^ 
mit 1, lt. 

In der Entwickelung (1, 1) kommt jede Gruppe a, c vor, bei 
welcher a und c relative Primzahlen sind. Da mit der Gruppe a^ c jeden- 
falls die Gruppe c, a zugleich vorkommt, oder fehlt, so kann man immer 
a>>c setzen; im entgegengesetzten Falle hätte man nur die umgekehrte 
Gmppe za betrachten. Man setze a^=.kc-\'r, wo r<Zc; kommt nun die 
Gruppe r, c in irgend einer Reihe vor, so mufs auch die Gruppe a, c vor- 
kommen. Denn wenn in irgeqd einer Reihe die Gruppe r, c steht, so steht 
in der ersten folgenden die Gruppe r-^-c, c, in der zweiten folgenden die 
Gruppe r-j-Sc^ c, in der k^'''' folgenden die Gruppe r-[-Ac^ c. Setzt man 
ferner c = Ä'r+r', wo r' <Zr, so wird ebenso bewiesen, dafs wemn die 
Gruppe r^, r vorkommt, auch die Gruppe c, r, mithin auch die Gfrnppe r, c 
ond die Gruppe a, c vorkommen mufs. Geht man so fort, so kommt qiiui 
zuletzt, da die Zahlen r, r' ... immerfort abnehmen, aQ eine Zahl r^rs=l. 
Eine Gruppe, in welcher ein Glied der Einheit gleich ist, kommt aber nach 
dem Vorhergebenden immer vor, welches auch die ganze Zahl sei, die das 
andere Glied bildet, folglich mufs auch jede Gruppe a, c vorkommen, wenn 
a ond c relative Primzahlen sind ; käme sie nicht vor, so könnte auch eine 
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bestimmte zweigliedrige Gruppe nicht vorkommen, in welcher ein Glied der 

Einheit gleich wäre. 

Verbindet man dieses mit §. 6, so hat man also den Salz : 

In der Entwickelung (1,1) kommt jede Zahl so oft als Summen-- 

zahl vor, ais es kleinere Zahlen giebt, die zu ihr relative Primzahlen 
Eine Primzahl p kommt mithin // — 1 mal als Summenzahl vor. 



0. 

Die letzte Reihe, in welcher die Zahl n ah Summenzahl vor-' 
kommt, ist die n — l'"", in keiner späteren kann sie als solche vorkommen. 

Dafs sie in der n—V'' Reihe als Summenzahl vorkommt, ist klar, denn 
diese Reihe beginnt mit der Gruppe \^ n, n — 1. Sie kann aber in keiner 
spätem Reihe als solche vorkommen. Fände sich in einer solchen die Gruppe 
a, n, b und a4-& = ^^ so hätte man in der vorhergehenden Reihe entweder 
die Gruppe a, b, b — a oder a — b, a, b; jedenfalls wäre in der Gruppe a, b, 
oder a — b,a eine Zahl kleiner als die entsprechende in der Gruppe a, n, 
und indem man auf diese Weise immer von Reihe zu Reihe zurfickgeht, 
mufs man zuletzt auf die Gruppe 1, 1 kommen, von der man ausging. Das 
langsamste Verfahren zu dieser letzteren Gruppe zurflckzukehren ist offen- 
bar das, wenn man von 1, n zu 1, n — 1, dann zu 1^ n — 2 u. s. w. zu- 
rflckgeht. Und da man in diesem Falle doch nur durch n — 1 Reihen zurück- 
zugehen braucht, so mufs man, mit der Gruppe a, n anfangend, schon frflher 
zu 1, 1 zurflckkommen. 

Bezeichnet q>{n) die Anzahl der Zahlen, die kleiner als n und zu 
dieser relative Primzahlen sind, so folgt, dafs die n — l'"" Reihe die erste 
ist, in welcher die Zahl n q)(n) mal vorkommt, und dafs sie in jeder folgen- 
den Reihe ebenso oft vorkommt. 

Die Zahl n kommt also nur dann und immer n—\ mal in der 
ii_l*«» Rühe vor, wenn n eine Primzahl ist. Hierin hätte man also ein 
neues, freilich in der Art, wie der Ff^iV^on'sche Satz, praktisch unbrauch- 
bares Mittel, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu unterscheiden. 

Da eine bestimmte Gruppe a, c nur in einer einzigen Reihe vor- 
kommt so mufs es auch möglich sein, aus der Gruppe selbst zu finden, wel- 
cher Reihe sie angehört. Den Weg hierzu zeigt die Beweisführung in §. 8. 
Setzt man nemlich 
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a = kc-{-r 
c = Ä'r-f r' 
r = ifc'V+r" 



SO folgt, dafs die Gruppe a, c in der ( Ar -f Ar'-f A" • • • -f ^m)"" Reibe nach 
derjenigen folgt, in welcher die Gruppe 1, r„.| vorkommt, d. h. die Gruppe 
a, e kommt in der (Ä-f Ar'-f Ä"..--f Ä,-j-r„_,— 1)'" Reibe vor. Nun ist 



*"+-.+i 



*«+ * 



Man bat also folgende Regel: 

Um zu erfahren in welcher Reihe die Gruppe a, c vorkommt. 

verwandele man den Quotienten — in einen Kettenbruch, die Summe der 

c 

Theilnenner um eine Einheit vermindert giebt die Zahl der Reihe. Die 
Glieder der p—V^"" Reihe sind also so beschaffen, dafs der Quotient je 
zweier aufeinanderfolgenden einen Kettenbruch giebl, bei welchem die Summe 
der Theilnenner =^p ist. Die fflufte Reihe z. B. beginnt mit 

1, 6, 5, 9, 4, 11, 7 ..•; 
hier ist 

±_6 1 — 1 + 1 i-— 1 + J 1-2 + 1 ll-2 + .i 

u. s. w. 

Um zu erfahren, wie oft eine Zahl N in der Reihe p Torkommt, 
zerlege man daher A^^ so oft es gebt, in zwei Theile a und e, die relative 

Primzahlen sind, und bilde aus — einen Kettenbruch. Soviel solcher Ketten- 

brflche es giebt, bei welchen die Summe der Theilnenner nicht gröfser als 
p ist, so oft kommt A^ in der p^^^ Reihe vor. Denn die Gruppe a, c kann 
spfltestens in der p — V^^ vorkommen, soviel solcher Gruppen aber in 
den vorhergehenden Reihen gebildet sind, so oft kommt N in einer foK 
genden vor. 

Auch kann es keinen Kettenbruch geben, bei welchem die Summe der 

Theilnenner =p ist, dessen reducirler Werth — nicht als Gruppe a, c in 

V 

26» 
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der p—V'''' Reibe vorkfime. Ferner folgt, dafs zwei Gruppen a, c und a, y, 
die zu verschiedenen Reihen gehören, niemals Kettenbrflchen entsprechen kön- 
nen, bei welchen die Summe der Theilnennor dieselbe ist. 

11. 

Bezeichnet (m, n)p die p^^ Entwickelungsreihe {m, n) und das Symbol 
{mjn)p + (m!,n*)p die Reihe, welche man erhält, wenn man die einzelnen in 
(m', n!)p enthaltenen Glieder zu den gleichslelligen Gliedern von {m, n% addirt 
oder davon abzieht, je nachdem das obere oder das untere Zeichen gilt, so 
bat man offenbar: 

{m, n)p ± (m', nX = (m ±fn',n± n')p , 

und als speciellen Fall: 

(5.) (l,2),-(l,l)p = (0,1)^. 

Die Entwickelung (0,1) bat aber die Eigenthümlichkeit, dafs die erste Hftlfte 
jeder Reihe (0, l)p^i nichts Anderes ist, als die vorhergehende Reihe (0, 1)p. 
So ist z. B. (0,1)2 = 0, 1, 1, 2, 1 und (0,1)3 = 0, 1, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 
und es ist leicht zu sehen,, dafs dies allgemein so sein mufs. Das k^^ Glied 
in (0, l)p ist also identisch mit dem k^^" Gliede in {0^i)p^i und überhaupt mit 
dem Ar*^" Gliede aller Entwickelungsreihen (0, 1), die nicht weniger als k Glie- 
der haben. Ferner ist (1,2)^ nichts Anderes als die erste Hälfte ^^r Reihe 
(1, l)p+i. Die Gleichung (5.) sagt also, dafs das k'' Glied in (0,1)^ die 
Differenz der A*^" Glieder in (l,l)p+t und (1,1)^ ist. Setzt man aber in die- 
ser Gleichung p-^-i statt p, so folgt aus dem eben Gesagten, dafs auch die 
Differenz der Ä*^" Glieder in (l,l)p+2 und (1, l)p+i dem A*^" Gliede in (0, l)p 
gleich ist. Hieriaus ergiebt sich also folgender Sötz: 

In den Entwickelungsreihen (1, 1) bilden die gleichslelligen Glieder 
eine arithmetische Progression, deren Differenz das gleichstellige Glied in 
der Entwickelung (0, 1) ist. Die Glieder z. B., welche in den Entwickelungs- 
reihen (1,1) die vierte Stelle einnehmen, bilden die Progression 3, 5, 7, 9... 
Die Differenz ist =2. wie die vierte Zahl in dpr Reihe 0, 1, 1, 2, 1 ... 

Es ist klar, dafs ein Glied in (1,1)^ gröfser sein mufs, als das gleich- 
slellige Glied in (0, l)p^ das letzte Glied ausgenommen, welches in beiden 
Fällen = 1 ist. Bezeichnet man durch a, a und d beziehlich das Ar** Glied 
in (l,l)p, (l,l)p+i und (0, l)p, so hat man, wenn nicht a==rf==l ist, 

Nun ist, nach (Gleich. 5), a— a==rf, mithin oi>{a, d. h. ein Glied in der 
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Reihe (l,l)p ist immer gröfser als die Hälfte des gleicbstelligen Gliedes der 
Reihe (l,!)^^.!, ausgenommen das letzte Glied in (1, l)p» welches ==1 und 
also gerade die Hälfte des entsprechenden Gliedes 2 in (l,l)p^i ist. 

Sind ßj y die unmittelbar auf a folgenden Glieder, b, c die unmittel* 
bar auf a, und e, f die unmittelbar auf d folgenden^ so ist (§-4): 

~f ~ ~F^ ~ ß+e ' 

also auch: 

ß ~ e ' 

19. 

Mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung kann man nun den 
Salz aussprechen r Es ist 

(6.) ab — aß = 1. 

Es ist leicht zu zeigen, dafs diese Gleichung allgemein richtig ist, wenn sie 
bis zu irgend einer Reihe gilt. Ist sie nemlich unter der Voraussetzung, dafs 
a zur /El*®'' Reihe gehört, richtig, so entsteht aus der Gruppe a, ßy in dieser 
Reihe, die Gruppe a, a, ßj in der Reihe /i-f^t ^^ ^®^^ o = a-\-ß, und aus 
der Gruppe a, b enisleht in der /i-f 2*^" Reihe die Gruppe a, s, b, wo j?=a-f ä. 
Nach der Voraussetzung mflssen also die Glieder a, s, b beziehlich dieselben 
Stellen einnehmen, wie die Glieder a, a, ß, und man hat offenbar as—ao = i 
und ab — sß = i^ sobald ab — aß=^i ist. Man überzeugt sich aber leicht, 
dafs der Satz bei den ersten Entwickelungsreihen (1, 1) wirklich Statt hat. 
Hieraus folgt ferner, dafs auch 

(7.) ae — ßd= 1 

ist, da a = a'\-df b = ß-^e. Es sind aber zugleich d und e die kleinsten 
zusammengehörenden Werthe, welche der Gleichung 

ax—ßy = 1 

Genüge leisten. Gäbe es noch kleinere x' und y', so hätte man x'^=e—kß; 
y = d — ka, wo k irgend eine ganze positive Zahl wäre, mithin wäre a<Zd; 
was nach §.11 nicht sein kann. 

13. 

Ich gehe nun zur Entwickelung (l,n) über, wo n>>l sein soll. 
Die k^^ Entwickelungsreihe (l,n) ist offenbar identisch mit dem Theile der 
(»-|-*"~iy*'" Entwickelungsreihe (l,!), welcher die Glieder, von dem ersten 
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an bis zu dem ersten in dieser Reihe vorkommenden n, dieses eingeschlossen, 
umfafst, da dieser Theil ans den Elementen 1, n gebildet ist, mit weichen die 
n — V^ Entwickelungsreihe (1,1) beginnt. Alle Eigenschaften der letzteren 
Entwickelungsreihen, welche einem solchen Theile zukommen, gelten also auch 
für die Entwickelung (1, n), und umgekehrt. Namentlich ist also auch im ge- 
genwärtigen Falle in jeder dreigliedrigen Gruppe die Summe der dufseren 
Glieder durch das mittlere theilhar; es können nicht zwei aufeinander fol- 
gende Glieder einen gemeinschaftlichen Faktor haben, und es kann eine be- 
stimmte zweigliedrige Gruppe nicht mehr als einmal vorkommen. Da n 
mindestens =2 ist, also die Entwickelung (l,n) höchstens die erste Hftlfte 
der Entwickelung (1,1) umfafst, so kann auch bei der ersteren Entwickelung 
nicht zugleich eine Gruppe und die umgekehrte in derselben Reihe vorkom- 
men; auch nicht eine Gruppe in einer, und die umgekehrte in einer anderen 
Reihe (§.6). 

Hier hat jede Reihe das Anfangsglied 1, das Mittelglied 1-f^^ ^^^ 
Endglied n. Die flbrigen Glieder sind sämmtlich in der Form k'\-ln ent- 
halten; die symmetrischen Glieder (§.1^ haben hier die Form Ar-f/it and 
/-j-An. Es kann aber kein Glied von der Form k'\-kn vorkommen, wenn 
es nicht das Mittelglied, also Ar= 1 ist; denn nur bei der Bildung des Mittel- 
gliedes concurriren die Elemente 1 und n auf gleiche Weise. Bei den Glie- 
dern aber, welche zwischen 1 und 1-f ^ gebildet werden, überwiegt das 
erste Argument =1 ebenso, wie bei den Gliedern welche zwischen 1-f it 
und II gebildet werden, das zweite. Hieraus folgt, dafs die symmetrischen 
Glieder nicht gleich sein können, denn wfire Ar4-/t = /-f ^^^ ^^ mflfste A: = / 
sein. In der ersten Hftlfle der Reihe ist immer k'^t, in der zweiten l>k^ 
das Mittelglied ausgenommen. 

Das Anfangsglied ausgenommen, enthalten die Glieder keine Zahl, 
welche kleiner als n ist, dagegen kommen alle Zahlen vor, welche gröfser 
als n sind, da die auf das Anfangsglied folgenden Glieder in der 1^, 2^^ 
Reihe n. s. vf. \'\-n, 2-\'n m. s. w. sind. 

Die ersten Coef&cienten (§.1) der Glieder der Reihe {\^n)^, bis 
zum Hittelgliede, bilden eine Reihe, die- mit (l,l)^i dentisch ist, die zweig- 
ten CoefGcienten dieser Glieder bilden eine Reihe, die mit (0, 1)^^| identisch 
ist. Entwickelt man die ersten Reihen 
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1, 2-fn, 1-f-n, 1-f 2n, n 

1, 3-j-«, 2-|-n, 3 + 2«, 1-f n, 2 + 3«, 1+2«, 1 + 3«, «, 

so zeigt sich, dafs die ersten Coefficienten , bis zum Mittelgliede genomineii, 

die Reiben 

1, 1 = (1, 1)« 
1, 2, 1 = (1,1), 

1, 3, 2, 3, 1 = (1,1), 

geben, die zweiten Coefficienten dagegen die Reihen 

0, 1 = (0, 1)„ 

0, 1, 1 = (0,1), 

0, 1, 1, 2, 1 = (0,1),, 

und man siebt leicht, dars das allgemein gelten mufs. Da nemlich die Glie- 
der Ins zum Mittelgliede ans den Elementen 1, l-f-^ gebildet werden, so 
heifst das, ibre ersten Coefficienten werden aus 1, 1^ und ibre zweiten aus 
0, 1 gebildet. WSbrend aber die Gruppen 1, 1 und 0, 1 bezieblicb die 
nullte Reibe der Entwickelung (1,1) und (0,1) bilden, so erscbeinen sie 
hier als erste und zweite Coefficienten in der ersten Reibe; und so gehl 
es weiter. 

Dieselbe Erwägung zeigt, dafs vom Mittelgliede an bis zum Endgliede, 
die ersten Coefficienten eine mit (l,0)p.i identische Reihe, d. b. eine Reihe, 
welche die Glieder der Reibe (0,1 )^i in umgekehrter Ordnung enthalt, bil- 
den, die zweiten Coefficienten dagegen eine mit (1, 1)^| identische Reihe. 

Hieraus folgt nun unmittelbar, dafs wenn eine Gruppe aus den zwei 
Gliedern A:-f /ii und A'-f /'n besieht, die Gleichung 

(8.) M'—/c'i = i 

Stall findet, da hier k, k!, t, l' beziehlicb an die Stelle von a, ß, d, e, in 
der Gleichung (7.) treten. Es sind also / und F die kleinsten Werthe, welche 
dieser Gleichung genügen, und mithin gegeben, sobald k und k' gegeben sind. 
Da k, k\ l und t keinen gemeinschaftlichen Faktor haben können, so kann 
in der Entwickelung (l,ft) kein Glied von der Form AAr-f A'Arn vorkommen. 

15. 

Da k, k' irgend eine Gruppe aus der Entwickelung (1, 1) bedeutet, so 
folgt aus §.8, dafs diese Gruppe alle möglichen Zusammenstellungen zweier 
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relativen Primzahlen ausdrückt, und aus §.6, dafs jede solche Zusammen- 
stellung nur einmal vorkommt. Hieraus folgt weiter, dafs in der Eotwickelang 
(l,ie) alle Zahlen von der Form K-\'Ln vorkommen müssen, wenn K und 
L relative Primzahlen sind, und zwar, insofern K und L besthnmte Zahlen 
sind, jede nur einmal als Summenglied. Da die Glieder K-^-Ln und L-f^^ 
jedenfalls zugleich vorkommen, oder nicht vorkommen, so kann man immer 
denjenigen (dieser zwei Ausdrücke betrachten, bei welchem der erste Coef- 
(icient gröfser ist als der zweite. Ich setze daher K'^L. Man suche nun 
die kleinsten Werthe, welche der Gleichung Kx — Ly=^\ genfigen; sie seien 
x==Lfi^ y = Kij^ also sind auch Lo und L die kleinsten Werthe, welche 
der Gleichung Kx — K^^y = 1 genügen. Da K und JS^ relative Primzahlen 
sind, so mufs es jedenfalls eine Gruppe in der Entwickelung {tn,n) geben, 
bei welcher die ersten Cpefficienten K und A'o sind; dann müssen aber nach 
der Gleichung (8.) die zweiten Coefficienten /. und £/o sein, d. h. es gieht 
ein Glied üT-f Li». 

Es kann aber ein solches Glied nur einmal als Summenglied gebildet 
werden. Man nehme an, die beiden Slammglieder seien k-^-ln und k''\'fn, 
so dafs also in irgend einer Reihe die Glieder k-^-ln, K'\-Ln, k''\-l'n auf 
einander folgen. Mithin ist 

K ;= k-^-k'f L = /+r 

und 

(k+k')r—it^r)k' = 1 

so dafs t' und k' die kleinsten Werthe sind, welche der Gleichung 

(9.) (A: + Ar')a:-(/ + r)r = 1 

Genüge leisten. GSbe es nun noch eine andere Gruppe X'\-Xn, K-^Ln, 

x'-\-X'n, so dafs K^^x-^x', L = X'\-X' wäre, so hätte man auch 

{x+x')l'-(X'\-X')x! = (k'\-k')V—(l+r)x' = 1 

und es wAren l' und x' die kleinsten Werthe, die der Gleichung (9.) ge- 
nügen. Mithin f — Ji' k = x', k = x, /=i, d. h. die Gruppe k-^ln, Ä'-ffn 
kfime doppelt vor, was nicht sein kann (§• 13). 

16. 

Nun wurde schon früher nachgewiesen, dafs jede Zahl N, die gröfser 
als I» ist, in der Entwickelung (l^n) vorkommen mufs. Nach dem Vorher- 
gehenden können wir also sagen, dafs eine jede solche Zahl N^n so oft 
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yorkomml, aU es möglich Ut^ der Gleichung 

(10.) K+LA = N 

so zu genflgen, dars K and L relative Primzahlen sind. Dies kann man 
aach auf eine andere Weise ausdrücken. 

Es seien zuerst N und n relative Primzahlen; hat man dann einen 
Ausdruck K^Ln gefundeuv weicher = A^ ist, und ist zugleich L Primzahl 
SU Nt so murs auch K Primzahl zu N sein. Soviel Zahlen L es also giebt, 

welche kleiner als — und zu N relative Primzahlen sind, so oft kann die 

Gleichung (10.) erfölll werden; d. h. die Zahl ]S kommt in der Entwickelung 

N 
(l,n) so oft vor, als es Zahlen zwischen und — giebt, die relative Prim^ 

zahlen zu N sind. 

Haben iV und n den gröfsten gemeinschaftlichen Faktor f, so mufs, 
Wjsnn K'\' Ln = JV sein soll , auch K diesen Faktor enthalten. Man setze 
daher K=fK\ n=fn\ N^fN', so ist Ä'+Lji' = iV'. Ist L eine 
relative Primzahl zu N\ so mufs auch K' relative Primzahl zu N' und mit-r 
hin auch K' relative Primzahl zu L sein. Die letzte Gleichung wird also so 
oft mit der Bedingung, dafs K' und L' relative Primzahlen sind, erfollt, als 

es Zahlen L<I-t ^' ^' t^<i — giabt, welche relativ^ Primzahlen zu iV' 

"" n n 

sind. Soll aber zugleich der Gleichung (10.) genflgt werden, so mufs L 

auch relative Primzahl zu iV sein. Man hat mithin auch in diesem Falle die 

N 
Regel, dafs N m oft vorkommt, als es Zahlen zwischen und — giebt, 

welche relative Primzahlen zu K sind. 

Nach einer frfiheren Bemerkung (§• 13) kann man auch sagen, dafs die 
Zahl iV in der Entwickelung (1,1) so oft zwischen dem Anfangsgliede und 
dem ersten Gliede, welches den Werth n hat, vorkommt, als es Zahlen 

iV 
zwischen und — giebt, die relative Primzahlen zu iV sind. 

n ^ ^ 

Nach dem Vorhergehenden erledigt sich nun von selbst die Entwicke- 
lung (n, 1), indem die Reihen dieselben Glieder enthalten, wie die ent- 
sprechenden Reihen der Entwickelung (l,n); nur in umgekehrter Ordnung. 
Ich gehe daher sogleich zu dem aligemeinsten Falle Aber, nemlicb zur Ent- 
wickelung (in, n). Ich setze aber hierbei voraus, dafs tn und n keinen ge- 
meinschaftlichen Faktor haben; wäre nemlich ihr gröfster gemeinschaftlicher 
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Faktor =p, and zwar m = pm\ n^=pn', wSren also m' und n' relative 
Primzahlen, so brauchte man nur die Entwickelung (m^ itO zu betrachten; 
mulliplicirte man dann jedes Glied dieser Enlwickelang mit p, so hätte man 
die gesuchte Enlwickelung {m, n). 

In der Entwickelung (1, 1) kommt irgendwo, wie früher bewiesen, 
die Gruppe m, n vor; mithin kann man auch die Entwickelung {fn,n) als 
Bruchstack der Entwickelung (1,1) ansehen. Alle diesem Brnchstücke zu- 
kommenden Eigenschaften gelten also auch für die Entwickelung (m»i>), und 
umgekehrt. 

Zu den schon in §. 1 entwickelten Eigenschaften der Reihe {m, n) 
setze ich zunächst noch Folgendes hinzu. Die symmetrischen Glieder können 
nicht gleich sein, da kein Glied von der Form ktn'\-kn vorkommen kann^ 
sobald Ar>>l ist, was ebenso bewiesen wird, wie es bei der Entwickelung 
(l?*^) geschah (§.13). Ferner läfst sich ebenso wie dort (§.14) zeigen, 
dafs die ersten Coefficienten der Entwickelung {m, n)^ bis zu dem Mitteigliede, 
eine mit (l,l)p.|, die zweiten Coefficienten eine mit (0,1)^.1 identische 
Reihe bilden. Hier kommen aber nicht, wie in der Entwickelung (l'^n) alle 
Zahlen vor die Aber einer gewissen Grenze liegen, sondern nur solche, die 
in der Form km-^ln enthalten sind. Es kommen aber alle in dieser Form 
enthaltenen Zahlen, bei welchen k und / relative Primzahlen sind, und zwar 
jede nur einmal, als Summenzahl vor, während solche Zahlen, wo k und / 
einen gemeinschaftlichen Faktor haben, nicht vorkommen können; was ebenso 
wie bei der Entwickelung (l,it) bewiesen wird. Mithin kommt jede Zahl N 
80 oft in der Entwickelung {fn,n) vor, als es möglich ist, sie in der Form 
km-^ln darzustellen, so dafs k und / relative Primzahlen sind, und es läfst 
sich daher die Anzahl der Darstellungen der Zahl A^ auf eine einfache Weise 
ausdrficken. 

Ich mufs, um dies nachzuweisen, einige Worte Aber die AufiLösung 

der Gleichung 

(11.) mx-l-ny == c 

einschalten, wo sowohl m, n, als x, y, ganze positive Zahlen sein sollen. 

Hier sind m und n, der Voraussetzung gemäfs, relative Primzahlen. Man 

löse nun zuerst die Gleichung 

nx — my = 1 

auf. Es seien j: = itig und y = flu die kleinsten zusammengehörenden Werthe, 

welclie dieser Gleichung genügen. Man bilde alsdann die zwei Briche ^c 
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und -^c, von wetchen der erste der gröfsere ist und bezeichne bezieblicb 

durch E(P^cJ und E(ß^cj die gröfete in denselben enthaltene ganze Zahl. 

Die sflmmtlichen Auflösungen der Gleichung (11.) erbfiit man dann durch die 
Formel 

WO Co jede ganze Zahl bezeichnet, welche gröfser als -^c und kleiner als 
-^c ist, so dafs man allmAlig 

zu setzen hat; wo als letzter Werth von c^ entweder £7( — c) oder E(^c\—1 



m 



zu nehmen ist, je nachdem — ^e ein Bruch oder eine ganze Zahl ist. Je 



m 



nachdem — ^c ein Bruch oder eine ganze Zahl ist, ist also die Anzahl der 



m 



Auflösungen der Gleichung (11.) entweder 

E(^c)-EQ^c) oder JE(^c)- JS(^c)- 1. 

Dafs nemlich diese Werthe von x und y der Gleichung (11«) ge- 
nflgen, zeigt die unmittelbare Substitution; sollen sie aber zugleich positiv 

sein, so ist es nothwendig und hinreichend, dafs Cu>>-^c und Co<i -^c. 

n m 

Ist nun noch aufserdem die Bedingung gestellt, dafs x nnd y relative 
Primzahlen sein sollen, so darf man nur solche Werthe fflr x und y setzen, 
bei welchen c und c^ relative Primzahlen werden. Sind umgekehrt c und c^ 
relative Primzahlen, so müssen auch x und y relative Primzahlen sein. Aus 
den Werthen von x und y folgt nemlich 

m^x-^^n^y = c«. 

HAlten nun x und y den gemeinschafUicben Factor f, so mtlfste dieser auch 
in Co und mithin auch in c enthalten sein. Sobald also x und y relative Prim- 
zahlen sein sollen, hat die Gleichung (11.) so viel Auflösungen, als es ganze 

Zahlen zwischen — ^c und -^c giebt, welche relative Primzahlen zu c sind. 

n m ® ' 

19. 

Da die Zahl A' so oft als SummenzabI in der Entwickeinng (m, n) vor- 
kommt, als es möglich ist, der Gleichung 

mk^nl = A' 

27» 
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durch Werthe von k und / zu genägen, welche relative Primzahlen sind, so 
folgt aus dem Vorhergehenden unmittelbar, dafs diese Zahl so oft vorkommt, 

als es relative Primzahlen zu N zwischen -^A^ und — ^A' giebt: insofern, 

wie früher, iti«, und iio die kleinsten Lösungen der Gleichung niHo — mito = 1 
bedeuten. Dies ist einer der Eisensteinschen Sfitze. 

Ist m=l, so ist auch iii(, = 1 und 9io==ii — 1; die Zahl iV kommt 
demnach in der Entwickelung (l,n) so oft als Summenzahl vor, als es re- 

fi— — 4 

lative Primzahlen zu N zwischen N und N giebt. Da aber jeder re- 

lativen Primzahl a eine andere N^-a entspricht, so dafs N — er zwischen 
Null und — liegt, wenn a zwischen "" N und JV liegt, so kann man auch 

sagen, dafs die Zahl iV so oft vorkommt, als es relative Primzahlen zu ihr 

JV 
zwischen Null und — giebt;, wie es frflher in §.16 angegeben wurde. 

Die allgemeine Regel umfafst zugleich den Fall, wenn m=:it=:l; denn 
alsdann ist tii(j = 2, no=l. Die Zahl N kommt also in der Entwickelung 
(1,1) so oft als Summenzahl vor, als es relative Primzahlen zn ihr zwischen 
N and 2N, d. h. also, zwischen und N, giebt, was mit der frflheren Regel 
(§.8) abereinatimmt. 

Setzt man noch immer 

mk + ln c= N 

und bezeichnet irgend welche der Zahlen die zwischen -^iV oimI — ^iV lie- 

gen und zu N Primzahlen sind, durch 2Vo, so ist (§,17): 

* = nlSfo — fhiNf l = «loiV— mA^,. 

Ist k^m-ff-l'n, k'^m-^-l'^n die Gruppe durch deren Summation N entsUiD^n 
ist, 80 hat man 

w(A' + F)+n(/'+r) = iV. 

Moltiplicir man diese Gleichung mit 1^' ond berflckaicbtigt die GleidiuBg 

kT-^k'r =? 1, 
so findet sieb: 

d. h. 

ik! + r ) (r« ^rn) = n (mdd. JV) 
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oder 



Aus 



folgt aber 



also auch 



^^ {k'm + rn) = 1 (mod. A^). 

k = iiA^o — »ü-^ 
X = -^^ (mod. i\) 



A^o(A'Vii+rn) = 1 (mod.JV). 
Nun wurde vorausgesetzt, dafs man die dreigliedrige Gruppe 

hat, mitbin ist die unmittelbar auf N folgende Zahl der Werth von ^ (mod.A^). 

Dies ist ein zweiter Salz von Eisenstein, zunScbst für den Fall be- 
wiesen, wenn ZV eine Summenzabl ist; woraus sich aber dann von selbst 
ergiebt, dafs er aligemein gültig ist. Denn aus der dreigliedrigen Gruppe, in 
welcher das Hittelglied iV Summenzahl ist, entsteht in jeder folgenden Reihe 
eine Gruppe a, iV, ß, wo a = A/m -f' '«+*ZV und /3 = A^'m-f' "« + '^ s®'° 
muls, also /? = A:''m -f T» (mod.JV). 

Da A/f9i-f /'ii= — (A^m-f-rn) (mod. ZV) ist, so ISfst sich auch 
sagen, dafs die Zahl, welche dem ZV unmittelbar vorausgeht, der Werth von 

— ^ (mod. ZV) ist, also (*'m + rii)(ZV— ZVu) = 1 (mod. ZV). Mithin ist, 

nach dem bekannten Kunstausdrucke (Disq. ar. 77) , ZVo der numerus socius 
von A^'^ift -f ''^^ Qod A — ZV,» der numerus socius von Ar^m-f/'n. 

Nach §.16 kommt in der Entwicklung (1,2) Jede Zahl ZV so oft 

als Snmmenzabl vor, als es relative Primzahlen zu ihr zwischen und y 

giebt. Die der Zahl unmittelbar vorausgehenden und folgenden Zahlen bilden 
also das voIlstAndige Restsystem der relativen Primzahlen zum Modulus ZV. 
Nun ist hier iyis=l, iie=2, also mo=l, iigc=:l, und es bedeutet da- 

N JV 

her ZV^, jede relative Primzahl zu A^ zwischen y und ZV. Hithin ZVo >> y , 

JV 
ZV — ZVo<C-2'9 es folgen daher auf ZV die Zahlen, deren numerus socius 

gröfoer als -s- ist, wahrend die Zahlen, deren numerus socius kleiner als -^ 
ist« der Zahl ZV vorausgehen. Dies ist der letzte Ehensteinsehe Satz. 



2^4 ^i' Stern, über eine zahlentheoreUsehe Fwikiion. 

Nach dem Vorhergehenden ist es leicht ihn zu verallgemeinern. Die 
£nlwickelang (l^l) stimmt in der ersten Hälfte jeder Reihe mit der Ent- 
wickelung (1,2) zusammen; in der zweiten Hälfte kommen alle Glieder in 
umgekehrter Ordnung vor. Demnach bilden in der Eniwickelung (1, 1) so- 
wohl die AT unmittelbar vorausgehenden, wie die unmittelbar folgeuden Zahlern 
das ganze Restsyslem der relativen Primzahl zum Modulus Nj und zwar in 
der Weise, dafs eine vorausgehende Zahl in der ersten oder zweiten Hilfte 
der Reihe vorkommt, je nachdem ihr numerus socius kleiner oder gröfser als 

N 

■^ ist, wfihrend bei den nachfolgenden Zahlen das umgekehrte Verhflltnils 

Statt findet. 

Dies fahrt zugleich zur Beantwortung einer in diesem Gebiete nicht 
uninteressanten Frage. Da nemlich frOher bewiesen wurde, dafs in der Eni- 
wickelung (1,1) jede Gruppe a, b zugleich mit der umgekehrten b, a in ir- 
gend einer Reihe vorkommt, sobald a und b relative Primzahlen sind, und 
zwar nur einmal, so kann man fragen, wie sich entscheiden lasse, ob die 
Gruppe a, b in der ersten, oder in der zweiten Hälfte der Reihe vorkommt? 
Die Antwort lautet: das erslere oder das letztere wird Statt finden, je nach- 
dem der numerus socius von a nach dem Modulus n-fi kleiner oder gröfser 

als 2 ^^^ ^'^^ '" Verbindung mit §.10 zeigt also, dafs sich für jede 

gegebene Gruppe a, b bestimmen ISfst, nicht blofs in welcher Reihe, sondern 
zugleich in welcher Hälfte der Reihe sie vorkommt. 

Bei der Entwickelung (l,fi) ist, wie schon bemerkt ($.18), 1/10= 1, 
iio=ii — 1; also liegt A^y zwischen "" JV und N; die zu ZV relativen 
Primzahlen stehen also unmittelbar vor oder nach N, je nachdem ihr numerus 
socius kleiner oder gröfser als — ist, im letzteren Falle sind sie zugleich 

gröfser als iV. Umgekehrt verhält es sich natQrlich bei der Entwicke- 

lang (n,l). 

Bei der allgemeinen Entwickelung {m, n) liegt iVo zwischen den Gren- 

zen -^iV und —^3^. Man hat also folgende allgemeine, die früheren speciellen 

Fälle zugleich umfassende Regel : die zu ZV relativen Pimzahien, deren numerus 

socius zwischen -^A^ und ^ZV liegt, folgen unmittelbar auf N^ dagegen 
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geben diejenigen unmittelbar voraus, deren numerus socius zwischen (^ ^jiV^ 

«nd (^!~^)^ liegt. 

Zum Abscblufs dieses Tbeils der Untersuchung soll noch gezeigt wer- 
den, wie sich finden Ififst, in welcher Entw^ickelungsreihe (»i^ n) das Glied 
km\ln als Summenglied gebildet wird; was, wie in (§.15) bewiesen wurde, 
nur in einer bestimmten Reibe Statt hat. Je nachdem k>l oder k<il 
kommt dieses Glied in der ersten oder zweiten Hälfte der Reihe vor (§.13). 
Man setze zuerst k>l und nehme an, dafs km\ln die Summe des vor- 
hergehenden Gliedes Km\Vn und des folgenden V^m\V^n isL Es ist also 

Kl-kV = 1, 

k"l-kr = — 1, 

und zwar sind in der ersten Gleichung k' und l' in der zweiten k" und /'' 
die kleinsten zusammengehörenden Werthe, welche diesen Gleichungen ge- 

k 1 

nfigen. Es sei -^ der Wertb des Keltenbruchs n-] — j . 

und Y ^^^ unmittelbar vorhergehende Nftherungswerth, mithin 

kj-kl, = -1 

und Atu, /u die kleinsten dieser Gleichung genügenden Werthe. Gilt daher 
das obere Zeichen, so setze man k'=:kii und /'=:/^, folglich k'' = k — kt^^ 
/" = /— ^, gilt dagegen das untere, so istÄ"=A?o, /"i=4 und ä'=ä — Ar^, 
l'h=:l—l^. Da hiernach k' und k" bekannt sind, so hat man nur zu fragen, 
in welcher Reihe diese Gröfsen als erste Coefficienten zweier auf einander 
folgender Glieder vorkommen; ist diese Reihe gefunden, so weifs man, dafs 
in der nächstfolgenden km-\-ln als Summenglied vorkommt. Nun bilden die 
ersten Coefficienten der Reihe {in,n)p bis zum Mittelgliede dieselbe Reihe wie 
(1,1)^1 (§.17); man hat also nur zu fragen, in welcher Entwickelungsreihe 
(1,1) die Gruppe k', k" vorkommt. Dies findet sich aber, indem man den 

k! 
Quotienten -nf in einen Kettenbruch verwandelt und die um eine Einheit ver- 
minderte Summe der Theilnenner nimmt (§. 10). Ist also diese Summe p, so 
kommen k', Ar" als erste Coefficienten zweier auf einander folgender Glieder 
in der Reihe {m,n)p vor, und mithin das Glied Arfit-{-/i» in der Reihe {ni,n)p^i. 
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Da -py entweder r^r- oder . ^ ist, und die Samme der Theilnenner des 

entsprechenden Kettenbruchs dieselbe bleibt, welchen dieser swei Brüche man 
in einen Kettenbruch entwickeln mag, so kann man sich immer an den letz- 
teren Bruch halten. Da aber 



ist, so mufs 



oder 






« + öl tJ- • • • + «m-i + «m — 1 



sein. Man hat also folgende einfache Regel: 

Um za erfahren in welcher Entwickelungsreihe (m,n) das Glied 

k 
km'\'ln vorkommt, verwandle man -j- in einen Kettenbrucb, und be- 
rechne die Summe der Theilnenner, dies ist die gdsnchte Zahl. 

Im Vorhergehenden wurde A>>/ angenommen, wfire k<Zl, so 
kfime das 6lied Arm-|-'^ in der zweiten Hfilfle der Reihe vor, dann mOfste in 
der ersten Hfilfle das Glied Im-^-kn vorkommen, und um di^ Reibe zu finden, 

in weicher das letztere Glied sich befindet, hfitte man -?- in einen Ketten- 
bruch zu verwandeln; da es aber in Beziehung auf die Summe der Theil- 
nenner vollkommen gleichgOltig ist, wenn man statt dessen -r- in einen Ket- 
tenbruch verwandelt, so bleibt die Regel dieselbe wie im vorhergehenden FaVie^ 

Es folgt hieraus der Satz, dafs das Glied Am-{-/fi in der Reihe 

{m,n) als Summenglied erscheint, wenn die Gruppei k, I in der Reihe 

(1) l)p.i steht, was sich auch schon daraus ergiebt, dafs diese Summe 

=zk^l wird, wenn fii = ns=l ist. 

Da die geraden Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind, so hat 

man auch noch den Satz: 

Wenn man die Quotienten des ersten und zweiten CoefBcient^n 
jedes geraden Gliedes in der Entwickelung {m, n)p in einen Kettenbruch 
verwandelt, so giebt die Summe der Theilnenner in allen diesen Ketten- 
brflchen denselben Werth p. 
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SS. 

Es läfsl sich nun ohne Schwierigkeil die Funktion finden, welche fol- 
genden drei Bedingungsgleichungen genügen soll, nemlich 

(a.) f{m, n) = / (w, m + n) -[- f(m -f n, n) 

wenn iw -{- n <; i-j 
(b.) f{m, n) = w 

wenn fn-\-n = X, 
(c.) /•(!/!, ») = 

wenn m-^-n^l, 

wo f/i und n ganze positive Zahlen sind und X eine ungerade Primzahl ist. 
Es wird hierbei zunächst vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen sind. 

Entwickelt man f\m, n) nach der Gleichung (a.), so findet sich 

f{tn, n) = f{rn, m + n) -f /"(r/i + n, n) 

= f{m, 2m -f n) -(-/•(2iw -f w, w + n) +/Vf/i -f n, iw -f 2ii) -f /'(fw+2w^ w) 

u. s. w. 

Schreibt man hier die in jeder Reibe unter dem Funktionszeichen vorkommen- 
den Ausdrücke in der Ordnung, wie sie auf einander folgen, nebeneinander, 
indem man jedoch zwei unmittelbar auf einander folgende Glieder, welche die- 
selbe Form haben, nur einmal setzt, so erhält man 

m, n 
m, m-j-ii, n 

m, 2r/i-j~w, m-^-n, m-|-2ii^ n 

u. s^ w. 

d. h. man erhält die Entwicklungsreihen {m, n). Umgekehrt kann man also 
aus diesen Entwickelungsreihen die Entwickelung von /*(//!> n) ableiten, indem 
man sich alle Glieder, das erste und letzte abgerechnet, doppelt geschrieben 
vorstellt, dann je zwei auf einander folgende Glieder unter das Funktions- 
zeichen setzt, und endlich alle hieraus entstehenden Ausdrücke addirt. 

Dies gilt aber nur so lange, als e^ überhaupt noch erlaubt ist, die 
Funktion f(m, u) nach der Gleichung (a.) zu entwickeln. Sobald man an eine 
Entwickelung gekommen ist, in welcher ein Ausdruck f{km'\'ln, k'm-^l^n) 
sich zeigt, so dafs (k-\-k')m-{-{l'\-l')nz=^ X ist, darf derselbe natürlich nicht 
mehr weiter nach (a.) entwickelt werden, da er vielmehr =(/-|-/')n ist. Ist 
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aber (A-f *'''•+ ('+'')^ > ^^ so mufs der correspondirende Ausdruck 
f^km-^^ In, Am-^ l'n) = gesetzt werden, damit deo BediDgungsgleichungeii 
(b.) und (c.) enlsprochen werde. 

Man kann aber jedenfalls, vermöge der Bedingnngsgleicbnng (a.)^ die 
EntWickelung von f(m, n) so weit treiben, bis man entweder an einen Aus- 
druck ^{kfti'\'ln,k'm'\'Vn) kommt, der den Werth (/-f/')w bat, weil 
{k']'k')m-{-{l-{-l')n = l, oder an einen Ausdruck von dieser Form, der 
= 0, also ganz unbeachtet zu lassen ist, weil (A-j- A:')j!ii-f ('-f '')w> i. Der 
Werlh von f{m, n) ist also ein vollkommen bestimmter. 

Es sollen auch hier die Gröfsen m, n die Argumente der Funktion 
f(fn,n) heifsen. Man betrachte nun zunächst den einfachsten Fall, wenn 
m = l, iic=2. Da 2 eine Primzahl ist, so wird solche in der Entwickelung 
(1,2) so oft gebildet, als es ganze Zahlen zwischen Null und ^k giebt C§*16)* 
Jedesmal also, wenn man in der Entwickelung (1,2) an eine Gruppe a, A — a 
kommt, hat man, dieser eatsprechend, in der Entwickelung von /'(1,2) statt 
fX^ß^ — ^) doli Werth X — a zu ^ setzen. Eine jede solche Gruppe kommt 
aber nur einmal vor (§.13). Bezeichnet man daher die Obrigen Gruppen in 
der Entwickelung (1,2), bei welchen die Summe der zwei Glieder der Gruppe 
= il ist, dnrch a\ l — a'; a!', k — a"; u. s. w., so mufs 

/•(1,2) = A — a-j-;i — a'-{-;i-a"-j-... 

sein, da die übrigen Funktionen, welche noch in der Entwickelung /'(1,2) 
vorkommen können, so beschaffen sein müssen, dafs die Summe ihrer Ar- 
gumente gröfser als A ist, mithin diese Funktionen =0 sind. 

Also z. B. wenn man den Werth von f{\^2) för den Moduius il = 5 
sucht, so hat man, der Reihe 1, 3, 2== (1,2) entsprechend: 

Al,2) = Al,3)+/'(3,2) = Al,3) + 2. 

Jetzt kann man in der Reibe 1, 3, 2 die Zahl 2 ganz weglassen; aus 1, 3 
folgt die weitere Entwickelung 1, 4, 3, also Ali 3)= Al,4)-f /•(4, 3) = 4, 
mitbin /*(l,2)s=:6 oder, wenn man nur den Rest nach dem Moduius 5 
berücksichtigt, Al9 2) = l. Sowie nun hier nur die Zusammenstellungen 
3-j-2 = 5, 1+4 = 5 zu machen waren, um daraus f{\^2)=f{Z^2)'\'f{\,A) 
zu finden, so sind überhaupt, wenn der Werth von f{i^2) nach irgend einem 
Moduius zu bestimmen ist, nur aus den Zahlen, welche kleiner als dieser 
Moduius l sind, alle Zusammenstellungen zu zweien zu machen, so dafs die 
Summe der zwei Zahlen = l ist. Die einzige Schwierigkeit besteht darin, 



i2. Stern, über eine zahlenikeoreiische Funktion. 219 

dafs entschieden werden murs, welche von den beiden Zahlen in die erste 
Stelle za selzen ist, da, wenn a^ß^=l ist, es darauf ankommt, ob f(a,{3) = ß 
oder f(;3,a)=^a ist. Hieranf ist aber schon früher die Antwort gegeben. 
Denn es wurde nachgewiesen, dafs in der Entwickelung (1,2} immer die- 
jenige der zwei Zahlen a und ß in zweiter Stelle steht, deren numerus so- 

cius gröfser als -^ ist (§.20); mit anderen Worten: in zweiter Stelle stehen 
die Zahlen, welche der Congruenz x^ — (mod. A) entsprechen, wo r alle 
ganzen Zahlen von r = --~~ bis r=A — 1 bedeutet, und man hat mitbin 

AI, 2) = :Sy C^nod.Ä), 

wo sich die Snmmation auf die oben genannten Wertbe von r bezieht. 

Es ist nun leicht auch das allgemeine Resultat anzugeben, wenn man 
das, was früher über die Entwickelung {fn,n) gesagt wurde, berücksichtigt. 
Soll nemlich f{m, n) bestimmt werden, so hat man nur zu suchen, wie oft l 
als Summe zweier Ausdrücke von der Form km-^-ln und ArV/i-j-/'it darge- 
stellt werden kann, so dafs kl' — k'l=i ist; jede solche Gruppe giebt, wenn 
in der Entwickelung (n9,n) das Glied Am-f' ^ zuerst steht, den Theil k'rn-^-Vn 
des Werthes von f[m,n). Solcher Gruppen, welche l zur Summe haben, 

giebt es aber so viele, als es ganze Zahlen r zwischen den Grenzen -^k 

und -^K giebt, die Buchstaben itio und n^ in ihrer früheren Bedeutung ge- 
nommen (§. 18). Um noch zu entscheiden, ob Arm-f /^ oder A;'m-f/'n zuerst 
stehe, bat man nur zu bemerken, dafs diejenige Zahl in zweiter Stelle steht, 

deren numerus socius >-^A und < -^i. Setzt man also wieder x^ — 

Hm r 

(mod.il). so ist 

t{tn,n) = :S— (mod. A); 



wo r zwischen den angegebenen Grenzen zu nehmen ist. Dies ist der 
sfeinscbe Satz. 

Ist i. keine Primzahl, so sind von den zwischen den angegebenen 
Grenzen enthaltenen Zahlen nur diejenigen zu nehmen, die relative Prim-^ 
zahlen zu k sind. 

Bleiben die Bedingungsgleichungen (a.) und (c.) dieselben, und man 
hat dagegen statt der Bedingungsgleichung (b.) die andere f{tn, n) s= F{n) 

28* 
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fOr den Fall m-\-n = l, so bringt dies in der früheren Betrachtung nur die 
Aenderung hervor, dafs jetzt eine jede Gruppe a, ß nicht mehr den Beitrag 
/9, sondern F^(ß) zum Werthe von f(m,n) liefert. Man hat also 

f{m, n) = -SFy (raod, X} , 

wo wieder r durch die Congruenz j? ^ — (mod. )J) und die Bedingung 

— l, r<C— ^>t bestimmt wird. Auch dies hat Eisetistein angegeben. 

Es wurde bis jetzt vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen 
sind; hätten sie einen gemeinschaftlichen Faktor, so müfste f{m,n) fOr die 
Primzahl X als Modulus immer Null sein, da kein in der Entwickelung {m, n) 
vorkommendes Glied kfn'\-ln dem Werthe X gleich sein könnte. 

Göttingen, im Juli 1855. 
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13. 

lieber die graphische Darstellung ünaginArer 

Funktionen. 

(Von Herrn Siebeck zu Liegniiz.) 



Lrie Art und Weise, nach welcher im barycentrischen CalcQl Punkte 
wie Zahlengröfsen behandelt und unmittelbar durch Addition und Subtraction 
mit einander in Verbindung gesetzt werden, sowie die bedeutenden Erfolge, 
welche sich an diese Methode geknüpft haben, berechtigen zu der Vermuthung, 
dafs die Macht und Tragweite jenes Punkt -Calcflls noch gröfser sein wfirde, 
wenn es gelänge, denselben von den Fesseln, in welche er in Folge des 
jenem Werke eigenthfimlichen Adsgahgspnnktes eingezwängt ist, zu befreien, 
und von Punkten nicht blofs Summen und Differenzen, sondern auch Produkte 
und Quotienten, Potenzen und Wurzeln zu bilden. GlQcklicherweise ist aber 
das letztere Ziel durch die von Gaufs gegebene graphische Darstellung 
imaginärer Zahlen mindestens bezQglicb der Punkte einer und derselben Ebene 
bereits erreicht und so liegt der Gedanke nahe, dafs es lohnend sein möchte, 
von dieser breiteren und vervollständigten Basis aus die Geometrie im Sinne 
des barycentrischen CalcOls zu behandeln — ein Unternehmen, welches im 
Fall des Gelingens aufser der Weiterbildung des barycentrischen Calcüls noch 
den Vortheil brächte, dafs die vielfach geahnte, aber noch nirgends durch 
wirkliche Erfolge documentirte Fruchtbarkeit jenes 6rati/^'schen Gedankens, 
sowie auch der innige Zusammenhang desselben mit den Methoden und An- 
schauungsweisen der neueren Geometrie nachgewiesen wfirde. 

Dafs das eben bezeichnete Feld ein sehr dankbares ist, beabsichtigt 
der Verfasser dieses Aufsatzes an einer anderen Steile ausführlicher nachzu- 
weisen. Hier sei es ihm nur gestattet, einige Betrachtungen, die sich eben 
ohne eine gröfsere Reihe von Voraussetzungen anstellen lassen, auszufuhren. 

Die Art und Weise wie die Punkte einer Ebene durch imaginäre Zah- 
len dargestellt werden, kann zwar als allgemein bekannt vorausgesetzt werden^ 
indessen dürfte es zum besseren Verständnifs unserer Anschauungsweise bei- 
tragen, wenn wir unseren Betrachtungen eine kurze Zusammenstellung der 
Hauptsachen, welche hier in Betracht kommen, einleitend vorausschicken. 
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Wir nehmen zu dem Ende in der gegebenen Ebene nach Belieben 
zwei feste Punkte an. von denen der eine durch Null, der andere durch Eins 
repräsentirf wird und bezeichnen diese Punkte respective durch und /. 
Die nach beiden Seiten verlängerte Verbindungslinie derselben heifse die 
Hausptachse, der Absland eines beliebigen Punktes der Ebene vom Nullpunkt 
der radius veclor des betreffenden Punktes und der von dem radius vector 
mit der Hauptachse gebildete Winkel der Neigungswinkel. Endlich sei noch 
erwähnt, dafs wir. wenn zwei Linien AB und A'B' gleiche Länge und einerlei 
(nicht entgegengesetzte) Richtung haben, dies durch AB ^ A'B' ausdräckeo. 
Dies vorausgeschickt, beruht die graphische Darstellung imaginärer Zahlen be- 
kanntlich auf folgenden Voraussetzungen: 

^ 1) Unter der Summe B-{-C zweier 

Punkte B und C ist derjenige Punkt A zu 
verstehen, welcher so liegt, dafs die von 
ihm nach dem einen Summanden B gezogene 
Linie mit der von -dem andern Summanden 
C nach dem Mittelpunkt gezogenen Linie 
gleiche Lange und einerlei Richtung hat. 
Es ist daher J = ß-f C, wenn OC=BA oder auch OB = CA. 

2) Unter der Differenz A — B zweier Punkte A und B ist derjenige 
Punkt C zu verstehen, welcher so liegt, dafs die vom Nullpunkt bis zn ihm 
gezogene Linie mit der von B bis A gezogenen Linie gleiche Länge und 
einerlei Richtung hat. Es ist daher A — B = C, wenn BA ^ OC. 

3) Unter dem Produkt B.C zweier 
Punkte B und C ist derjenige Punkt A 
zu verstehen, welcher so liegt, dafs 
Dreieck OIC ähnlich und gleichstimmig 
OBA, oder auch OIB ähnlich nnd 
gleichstimmig OCA sei. 

4) Unter dem Quotienten -g- zweier 

' Punkte A und B ist derjenige Punkt C 
zu verstehen, welcher so liegt, dafs die 
Dreiecke OBA und OIC ähnlich und gleichstimmig sind. 

Aus vorstehenden Voraussetzungen, deren Statthaftigkeit leicht aof ganz 
elementarem Wege nachgewiesen werden kann, sind sodann die den einseinen 





/J. Siebeeh, Geometrische Bedeutung imaginärer Zahlen. 223 

Punkten der Ebene zukommenden Zahlen mit leichter Mflhe herzuleiten. Man 
gelangt so zu den bekannten Resultaten , dafs aef"' oder a^coBa-^isma)^ wo 

t = |/ — 1, denjenigen Punkt repräsentirt, dessen radius vector gleich a und 
dessen Neigungswinkel a ist; dafs ferner die Zahl a-f-Ai demjenigen Punkte 
zukommt, dessen Entfernung von der Hauptachse (in entsprechendem Sinne 
genommen) gleich b ist und dessen orthogonale Projektion auf die Hauptachse 
die Entfernung a vom Nullpunkte hat u. s. w. Wird ein Punkt unter der 
Form oe^' gegeben, so werden wir e""^ den Richtungscoefficienten dieses Punk- 
tes nennen. Den Begriff der Potenz und Wurzel, welcher aus 3) leicht her- 
zuleiten ist, abergehen wir der Körze halber und begnQgen uns, in den 
beiden folgenden Paragraphen noch einige einleitende Bemerkungen an Vor- 
stehendes zu knöpfen, welche sich auf Gleichungen zwischen Punkten beziehen. 

§. 2. 
Jede Gleichung zwischen Punkten z. B. A = B ist der Ausdruck för 
die Identität zweier Punkte. Da nun aber zur ßesiimmung der Lage eines 
Punktes in einer Ebene zwei metrische Bestimmungen gehören, so sind auch 
in jeder Gleichung zwischen Punkten zwei metrische Bestimmungen ent- 
halten, welche daher in jedem einzelnen Falle zu entwickeln sind. Hat man 
z. B. die Gleichung A — B = C — D, so liegt hierin, dafs AB e=:CD; die 
beiden in der gegebenen Gleichung enthaltenen metrischen Bestimmungen be- 
stehen also darin, dafs einestheils AB = CD, anderntheils die Winkel, unter 
welchen die Linien AB und CD gegen die Hauptachse oder auch eine be- 
liebige andere Linie geneigt sind, einander gleich sind. Um ein für spätere 
Untersuchungen wichtiges Beispiel anzufahren, wollen wir versuchen die bei- 
den in der Gleichung 

Y A—Y 

liegenden metrischen Bestimmungen zu entwickeln. 

. Zieht man zu dem Ende, wenn 
AYB in nebenstehender Figur 3 
beliebige Punkte der Ebene sind, 
0L= TA und OM=BY, so ist 
L = J- F und 31 = Y-B, folg- 

^^^^ t—R ^^ W' ^^' daher X ein 
Punkt, welcher so liegt, dafs Dreieck x 
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LOMf\) XOl, so ist J!r=-5j = y~ mm * Aus der Aebniicbkeit der Dreiecke 

folgt aber, dafs 'm"=="Qjr^ oder, da 0/ die Längeneinheit ist, 0X=:-^^'^ 

AY 
da aber 0L:==: YA und OSi = BY, so ist OX^^y^z^ d. i. die eine me- 
trische Bestimmung. Andrerseits folgt aus der Aebniicbkeit der Dreiecke, dafs 
/^10X= ZMOL; es ist aber, da OL mit YA einerlei, OM mit YB 
entgegengesetzte Richtung bat, j/MOL = 2R — AYB, folglich auch 
j/I0X^=2R — AYB, d. i. die zweite metrische Bestimmung. In der 

Gleichung jI^= y^n ^^^S^^ ^^'^^ ^^^ beiden metrischen Bestimmungen 

AY 
OX=^yrg und j/I0X=2R — AYB. Man kann hieraus die Lage des 

Punktes X leicht ohne Hülfe der Punkte L und M ermitteln. Ist z. B. 
ZAYB = 2R und AY= YB, also Y der Mittelpunkt von AB, so ist 
0X=1 und Z,IOX=0\ der Punkt X fällt also dann nach I, und es ist folg- 
lich y^^= 1- Aus letzterer Gleichung folgt aber wieder F = — i— • Wir 

entnehmen hieraus, dafs allgemein I^ ■ Ausdruck des Mittelpunkts der 
geraden Strecke AB ist. 

Zusatz. Aus der Gleichung yITr^^^HT) ^^^S^^ ^'^ metrischen 
Bestimmungen 

1*0 Yß ~ zU' 

(2.) j/AYB = ZCZD 
oder AYBcx^CZD. 

§. 3. 
Scbliefslich sei es uns erlaubt, noch einer Methode Erwähnung zu tbun, 
von welcher wir hie und da bei Längen- und Flächenbestimmungen Gebrauch 
machen werden. Ist nämlich ein zusammengesetzter Ausdruck gegeben, wel- 
cher aufser i nur reelle Zahlen enthält und den wir durch F{i) bezeichnen 
wollen, so erhält man den diesem Ausdruck entsprechenden Pnnkt P durch 
eine Reihenfolge von Constructionen, welche die jedesmalige Beschaffenheit je- 
nes Ausdrucks bedingt, aus lauter Punkten der Hauptachse (den Repräsentanten 
jener reellen Zahlen) und dem Punkte J, nämlich dem Repräsentanten von t. Setzt 

man nun — t statt t in F{i)^ so erhält man den Punkt JF(—i)^=P offenbar 
aus denselben Punkten der Hauptachse und aus J' (dem Repräsentanten von 
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— f), also dadurch, dafs man dieselbe Construction auf der eDtgegengesetzten 

Seite der Hauptachse ausfahrt. Hieraus folgt, dafs die Punkte P und P zur 
Hauptachse symmetrisch, nämlich in gleicher Entfernung von derselben und 
in ein und derselben Normalen zu ihr liegen mflssen. Setzt man nun insbe- 
sondere P=jP(t)=ifl^'=«(cosa-f tsina) und folglich P=F{~i)=ae'^' 
s=ssa{eosa — tsina), so sind hiedurch zugleich folgende Gleichungen bedingt: 



0) 

(2.) 



(3.) 



(4.) 



PP = 

P ~ 
P-\-P _ 



P—P 



2i 



«% 



«*«', 



a cos Oy 



a sin a. 



Stellen wir uns etwa die Aufgabe, wenn P und Q zwei beliebige 
Punkte der Ebene sind, den FIficheninhalt des Dreiecks POQ za ermitteln, 
so wird derselbe, wenn P = atf' und Q = b^' gesetzt wird, zunächst durch 
^a68in(a — ß) = \{ai\ntt.bcofiß — acosa.bs\nß) ansgedrflckt werden kön- 
nen. Setzt man hier ffir acosa, bcosß, asina^ bsinß die diesen Zahlen 
nach (3.) und (4.) entsprechenden Ausdrücke, so erhfilt man 



APOQ = 

woraus man leicht erhält 

(5.) 



rP-P 0+0 P+p 0-0 1 

*L-2i= — 2 2 2rv 



APOQ 



PQ-PO 

4i 



Um ein zweites Beispiel der Anwendung zu 
geben, wollen wir uns vornehmen, den bekannten 
Slewartochen Satz zu beweisen, nach welchem, 
wenn B ein beliebiger Punkt der Seite DC des 
Dreiecks ADC ist, die Gleichung 

AUf'.BC'\'AC\BD-AB'.DC=pB.BC.DC 

Statt hat. 

Wir verlegen zu dem Ende D in den Nullpunkt, B und C in die 
Hauptachse. Es seien nun A die dem Funkle A, und 0, b, c die den Punk- 
ten D, B, C resp. zukommenden Zahlen. Alsdann ist dem Obigen gemafs 
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A.A Ausdruck fOr DA^, 

(A — bXA — b) Ausdruck für BA\ 

{A — c)(A — c) Ausdruck für CA\ 

Ferner sind b, c, c — b die resp. AusdrQcke für die Längen DB, DC, BC. 
Es wäre also nur die Gleichung 

A. A{c - b)-{-{A — c)(A — c)b — (A — b){A — b)c = bc{c — b) 
zu beweisen, deren Idenliiät auf der H^nd liegt. 

YoD den geometrischeD Funktionen. 

I. Von den Funktionen einer Variabel n. 

§. 4. 
Denkt man sich einen aus den beliebig in der Ebene liegenden Punkten 
X, Ay B, C ... beliebig Kusammengesetzten Ausdruck (z. B. A'\'BX'\-CX'^)^ 
welchen wir allgemein durch F{X,A,B,C...) bezeichnen, so wird durch 
denselben eine Construction bedingt, mittelst deren man aus den als bekannt 
angenommenen Punkten X, A, B, C . . . zu einem neuen Punkte gelangt, 
welchen wir durch Y bezeichnen wollen. Setzen wir demnach 

r = F(X,A,B,C...) 

und seien die Punkte A, B, C . . . fest, der Punkt X aber verändere seine 
Lage, so wird auch Y seine Lage verändern. Beschreibt also X eine be- 
liebige Bahn, 90 wird sich auch Y in einer Bahn bewegen, und zwar in 
einer solchen, welche abhängig ist von der vom Punkte X durchlaufenen Bahn. 
Wir werden daher X den sich unabhängig bewegenden Punkt, Y den sich 
abhängig bewegenden Punkt nennen. Jeder bestimmten Lage des Punktes X 
entspricht eine bestimmte Lage des Punktes F; beschreibt daher X und folg- 
lich auch Y eine Curve, so entspricht jedem bestimmten Punkte der ersteren 
Curve ein bestimmter Punkt der andern Curve. Zwei sich in dieser Weise 
entsprechende Systeme von Punkten oder Cnrven nennen wir verwandt, und 
es ist unsere Absicht, den gemeinsamen Charakter aller Verwandtschaften, 
welche auf diese Weise dargestellt werden können, zu ermitteln. Wir 
bemerken bierbei noch, dafs das Abbängigkeits- (Verwandlschafts-) Verhält- 
nifs der Punkte X und Y auch durch eine Gleichung von folgender Form 
FiY, X, A, B,C . . .) = dargestellt werden kann, in weicher sowohl X als 
unabhängiger und Y als abhängiger, als auch Y als abhängiger nnd X als 
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unabhängiger Punkt betrachtet werden kann. Denken wir uns nun die Ver- 
wandtschaft der beiden Systeme mit Weglassung der festen Punkte einfach 
durch die Gleichung Y=F{X) ausgedrückt, und seien X', X'\ X'*' drei 
einander unendlich nahe, nicht in gerader Linie liegende Punkte des Systems 
X; Y\ Y", Y'" ... die jenen entsprechenden, also ebenfalls einander un- 
endlich nahen Punkte des Systems Y, und bezeichnen wir den Differential- 

dY 
quotienlen -ttjt durch F'(X)^ so ist offenbar 



folglich 



F'"- r' = (X'^'-X')F\X'), 



Aus letzterer Gleichung folgen aber (nach §. 2, Zusatz) die beiden metrischen 
Bestimmungen: 

C**J y JK'" X' X'*' ^ 

(2.) /x'X'X''' = zr^yy". 

Demnach sind auch die Dreiecke X'X'^X''' und Y'Y'Y'" ähnlich 
(und gleichstimmig). Wir gelangen somit zu folgendem allgemeinen Resultate: 
Je zwei einander nach der Gleichung Y= F{X) verwandte endliche 
Figuren sind in ihren kleinsten Theilen einander ähnlich *). 

Dasselbe gilt natOrlich auch von jeder durch die Gleichung F{X, F)=0 
ausgedrückten Verwandtschaft, weil letztere Gleichung stets auf die Form 
Y^=^F{X) gebracht werden kann. 

Schneiden sich nun zwei zum System X gehörige Curven in einem 
Punkte X' und folglich die zu dem System Y gehörigen, jenen entsprechen- 
den Curven in dem entsprechenden Punkte Y', so sind offenbar die Durch- 
schnittswinkel der sich in X' und Y' schneidenden Curven einerlei mit 
denen, welche die zwei in X* oder Y' zusammenslofsenden Elemente der 
einen und der andern Curve mit einander machen. Da nun aber, wie eben 
bewiesen wurde, die einander entsprechenden Figuren in ihren kleinsten 
Theilen ähnlich sind, so folgt hieraus der Satz: 



*) Man vergleiche hiemit: Gaufs, Allgemeine Aallösung der Aufgabe: die Theile 
einer gegebenen Fläche so abzubilden, dafs die Abbildung dem Abgebildeten in den klein- 
sten Theilen ahnlich wird (Art. 8), in Schumachers astronomischen Abhandlungen, Heß 3. 

29* 
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Findet zwischen zwü Figuren die Verwandtschaft Ys=:F(X) 
Statt, so müssen sich stets je zwei sich schneidende Curven der emen 
Figur unter denselben Winkeln schneiden, wie die entsprechenden Curven 
der andern Figur. 

Wir werden daher die unter der Gleichung Y^=F{X) oder auch 
F{X, F) = enthaltenen Verwandtschaften isogonale Yerwandtschafkan 
nennen. Unter ihnen hat man Oberhaupt bis jetzt erst zwei in Untersuchnng 
gezogen, nftmlich die Verwandtschaft der Aehnlichkeit (Fs=if -f-BX) und 

die Kreisverwandtschaft (l^= cTTTry 

Wir werden aber auf die specielle Erörterung mehrerer der einfach- 
sten Verwandtschaften erst später eingehen können. Vorlftufig bemerken wir 
nur, dafs diejenigen isogonalen Verwandtschaften besondere Beachtung ver- 
dienen, fQr welche, wenn sie durch die Gleichung F(X, Y)=zO gegeben 
werden, F{X, Y) eine symmetrische Funktion von X und Y ist. Da nfim- 
lich in solchen Funktionen die Variabein mit einander vertauscht werden 
können, so ist das Entsprechen ein involutorisches. Wir werden daher solche 
Verwandtschaften involutorische isogonale Verwandtschaften nennen. 

§. 5. 

Aus der im vorigen Paragraphen gegebenen Entwicklung Ififst sich zu* 
gleich die Bedeutung herleiten, welche der Differentialquotient F'(X) bezflg- 
lieh der Verwandtschaft Y = F(X) hat. Sind nfimlich wieder X' und JC' 
zwei einander sehr nahe Punkte in X, Y' und Y" die ihnen entsprechen- 
den in Y, und lassen wir X*' sich um JE' in einem Kreise bewegen, so 
wird sich in Folge der oben bewiesenen Aehnlichkeit der kleinsten Theile 
auch Y^' um F' in einem Kreise bewegen. Es ist dann fortwährend 

Y^f Y' 

In dieser Gleichung liegen aber, wenn wir F'{X^)=^P setzen, folgende 
metrische Bestimmungen 

11 OP == 

d. h. der Radius vector des Differentialquotienten F'{X') giebt für die 
Verwandtschaft Y=F(X) das Verhältnis der Halbmesser zweier ein- 
ander entsprechenden Elemenlarkreise an. 
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2) Ist fj. die Richtun^differenz von Y'Y'' und X'X", so ist 

d. h« i§r Ricktungscoeffident des Differentialquotienten giebt durch sein 
Argument den constanten Richtungsunterschied je zweier entsprechender 
Halbmesser in zwei entsprechenden Elementar kr eisen an. 

Hieraos folgt o. A., dafs Y=A'\-RXii6 Verwandtschaft der Aeha- 
llchkeit ist, weil hier F\X) conslant ist. Beschreibt daher JT eine beHebige 
Cnrve, so beschreibt Ä'\'BX eine ihr Ähnliche Curve. 

§.6- 
Aus dem Vorstehenden folgt, dafs zwei Punkten X*', X'" eines 
Elemenlarkreises in X, welche einander diametral gegenOberslehen, zwei eben 
solche Penkte Y", Y'" in dem entsprechenden Elementarkreise entsprechen 
mflssen. Geht daher in X ein sich geradlinig bewegender Punkt von X' 
Aber X' nach X", so bewegt sich der ihm in Y entsprechende Punkt von Y 
Aber Y' nach Y'\ Hiervon ist jedoch der Fall ausgenommen , in weU 
ekem OP, der Radius vector von F'{X'), =0 und mithin F'(X') selbst 
= ist. In diesem Falle ist nfimlich der Radius des Elementarkreises in Y 
gleich Null, oder genauer ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung. Wäh- 
rend nfimlich die Punkte X", X'" von X' aus nach entgegengesetzter Rich- 
tung hin liegen, liegen dann die Punkte F" und F''' von Y' aus nach 
einerlei Richtung hin. In der That nfimlich ist nach dem Tnyfor'schen 
Lehrsatz : 

Yt9 Yt ( JT'f JTh « 



911 



71/ 



Ytit Yf ( T^ JKh« 

i?'( jT) + ^ ^ ^ F' (JT') + ^^ ^^^ F" {X') -f .. . 



Ist nun unserer Annahme gemäfs X' der Mittelpunkt von X"X"', so dafs 

also nach §.2 X' = -^"+^'" oder X" -X' = -(X'" -X), und ist 

F'(X') meht B=0, so ist es erlaubt, schon das zweite Glied der Reihe zu 
▼ernachlflssigen und man erhält dann durch Addition obiger Gleichungen 

Y"-\-r"==2F(X') = 2Y' oder Y' = ^"+ ^"' , d.h. Y' liegt in der 

Mitte von Y"Y"'. Ist dagegen F'(X') = 0, so kommt das zweite Glied der 
Tty/or'schen Reihe mit in Betracht und es ist dann, daJT" — X'=—(JX"' — X') 
und eben deshalb {X"-X'f=^{X'"-X'f ist, 

r" == Y"\ 
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Sonach mofs der Bewegung des X von X" über X' nach X", eine Be- 
wegung des Y von Y" nach Y' und dann wieder zurück nach Y" ent- 
sprechen. Wir erhallen somit folgenden Satz: Stehen zwei Figuren in 
der Verwandtschaft Y=F{X), und giebt es einen in endlicher Ent- 
fernung liegenden Punkt X', für welchen F\X') = 0^ so entspricht jeder 
in X durch X' gehenden geraden Linie eine solche Curve in Y, welche 
in dem dem X* entsprechenden Punkte F{X') = F' einen Rückkehr-' 
punkt hat. 

Wir wollen nun jeden Punkt des Systems Y, welcher dem Vor- 
stehenden gemdfs ein Rflckkehrpunkt jeder bis zu ihm gehenden Curve ist, 
einen Brennpunkt des Systems Y nennen. Es versteht sich von selbst, 

dafs auch das System X Brennpunkte haben kann, fOr welche dann die Glei- 

dX 
chung -^Y = gelten mufs. Bei jeder involutorischen isogonalen Verwandt- 
schaft haben offenbar beide Systeme gemeinschaftliche Brennpunkte. 

Beispiele. 1) Für die Verwandtschaft F = -X^ • welche wir eine 

dT 

parabolische nennen, ist ^-p^ = 0, wenn X=0. Ist aber X=0^ so ist 

auch y==0. Demnach hat das System F bei der Verwandtschaft Y=X^ 
einen Brennpunkt und dieser ist der Nullpunkt. Alle Curven in Y, welche 
geraden Linien in X entsprechen, sind nämlich, wie gezeigt werden wird, 
Parabeln, welche confocal sind und den Nullpunkt zum gemeinschaftlichen 
Brennpunkt haben. 

2) Für die Verwandtschaft der Aehnlichkeit Y=:A^BX ist F'X=B, 
also nicht = 0, sofern nicht = 0, welcher Fall aber nicht statthaft ist, da 
sonst Y ^^A^ also constant sein würde. Bei dieser Verwandtschaft giebt es 
daher keinen Brennpunkt. 

3) Für die (involutorische) Verwandtschaft -X^ -f F^ = 1 ist 

-g-r = ± -7====-^ welcher letztere Ausdruck nur für den endlichen Werlh 

oX yi— X* 

von X gleich Null wird. Für -¥ = ist aber K=+l. Diese Verwandt- 
schaft hat also zwei Brennpunkte, welche nach / und /' fallen.. Je zwei 
einander nach dieser Verwandtschaft entsprechende Punkte sind, wie wir sehen 
werden, immer Endpunkte conjugirler Halbdurchmesser einer Ellipse, deren 
Brennpunkte nach / und /' fallen. 

4) Für die Verwandtschaft F= cosam Jf (mod. Ar), ist -g-p = 
— sinam JT.i^amX Ist nun sinamJr=0, so ist cosamJt=±l; ist da- 
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Vi 
geg^n JBmX=:0^ so ist cosamJr= +-t-- Diese Verwandtschaft hat also 

die 4 Brennpunkte -f 1* —1^ ^"X' — F' ^^^ denen, wenn Ä<;1, nur 

swei in der Hauptachse liegen. Ist k = und folglich Y=cosXj so blei- 
ben nur noch die Brennpunlite +1. Diese letztere Verwandtschaft (welche 
man die elliptisch -hyperbolische nennen könnte) wird auf den letzten Seiten 
dieses Aufsatzes näher erörtert werden, der allgemeinere Fall F=cosamJir 
(mod. Ar) aber besonders zu behandeln sein. 

§. 7. 
Setzen wir wieder die Verwandtschaft Y=F{X) und nehmen an, 
dafs sich X in der Hauptachse bewege, also fortwährend reell sei, so wird Y 
die der Hauptachse entsprechende Curve beschreiben. Wir werden aber den 
Vorbehalt, dafs X reell bleibe, dadurch ausdrücken, dafs wir x statt X schrei- 
ben. Somit ist F(x) überhaupt Ausdruck einer Curve und zwar derjenigen« 
welche bei der Verwandtschaft Y=F{X) in dem System 1" der Haupt- 
achse in X entspricht. Sind nun P = x und P' = x-\-8x zwei einander 
unendlich nahe Punkte der Hauptachse, und entsprechen denselben die im 
Allgemeinen einander ebenfalls unendlich nahen Punkte Q = F(x) und 
Q' = F{X'\-dx)^ so können offenbar die Linien PP* und QQ' als ent- 
sprechende Halbmesser in entsprechenden Elementarkreisen betrachtet werden, 
und es ergiebt sich demnach aus §. 5, dafs 

1) der Radius vector von F' {x) für die Curve F{x) das Verhält- 
nifs der Länge eines beliebigen Curvenelements zu der Lange des ihm ent- 
sprechenden Elements der Hauptachse (nach §. &, l)j, 

2) der Richtungscoefficient von F'{x) die Neigung des betreffenden 
Curvenelements gegen die Hauptachse, ^\M die Tangentialrichtung (nach 
§. 5, 2)) angiebt. 

In Bezug auf 1) bemerken wir, dafs wenn wir den unabhängig sich 
bewegenden Punkt x sich so in der Hauptachse bewegen lassen, dafs er im 
Zeilpunkte x auch die durch diese Zahl ausgedrückte Entfernung vom Null- 
punkte hat, dafs also seine Geschwindigkeit constant, nämlich =1 ist, und 
dx zugleich als Differenzial der Zeit betrachtet werden kann,- — offenbar 
F(X'\'8x) — ^x oder dx.F\x) das dem Zeitincremente dx entsprechende 
Increment der Curve und folglich F'{x) die Geschwindigkeit in dem ber- 
treffenden Punkte der Curve bezeichnet. Wir werden also sagen können: 
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hl Y='F(a:) Ausdruck einer Curve, eo giehl F\x) durch 
seinen Radius veclor die Gröfse und durch seinen Richtunßecoefficientem 
die Richtung der Geschwindigkeit des sich abhängig bewegenden Punktes 
an der betreffenden Stelle der Curve an, so fern man annimmt, dafs 
der unabhängige Punkt w sich in der Hauptachse mit der constanten Ge^ 
schwindigkeit 1 bewegt. 

Hieraas läfst sich aber ableiten, dafs der Brennpunkt des Systems 
Y bezOglich der Yerwandtschafl !Fs= F{X) zugleich Brennpunkt der Corve 
F(x) ist. Da nämlich der Differenliaiquotienl F'{x) durch seinen Richtongs- 
coef&cienten die Tangentialrichtung angiebt, so ist, wenn wir den von der 
letzteren mit der Hauptachse gebildeten Winkel durch <p bezeichnen und F\X) 

auf die Form p±qi bringen, offenbar tang9) = + — • Ist nun F\X')=^0^ 

und folglich auch p±qi = 0^ so ist tang9 = +i. Dies stimmt aber mit der 
von Plücker gegebenen Definition äberein, wonach die Brennpunkte die- 
jenigen Punkte in der Ebene einer Curye sind, von denen sich imaginAre 
Tangenten an die Curye ziehen lassen, welche mit einer beliebigen (Seradea 
Winkel bilden, deren trigonometrische Tangenten den Werth ±i haben*). 
Wir sind sonach im Stande, auf die leichteste Weise die Brennpunkte einer 
gegebenen Curve zu finden. Ist nämlich F(x) die vorgegebene Curve und 
sind X', X", X'" ... die Wurzeln der Gleichung F'(J) = 0, so sind 
F{X'), F(X"), F(X'") ... die Brennpunkte der Curve. Hierbei ist 
jedoch vorausgesetzt, dafs X', X", X'" ... in endlicher Entfernung liegende 
Punkte sind. 

Zusatz. Da uns die Untersuchung der Gleichung ^^ = zu den 

Brennpunkten geffihrt bat**), so entsteht naturgemfifs die Fragenach dem geo- 
metrischen Orte derjenigen Punkte in Y und X, ffir welche der Radius vector 

QY 

von ^-p- einen bestimmten constanten Werth p hat, fOr welche also das Ver* 



*) Es durfte nicht ohne Interesse sein, die durch unsem Punktcalcul bedingte Auf- 
rassung dieses Gegenstandes mit einem Aufsätze des Herrn Prof Kummer im 35^ Bande 
dieses Journals zu vergleichen, in welchem derselbe Gegenstand auf dem gewöhnlichen 
Wege der analytischen Geometrie behandelt worden ist. 

**) Auch die Betracl|tung des zweiten Diiferentialquotienten führt zu bemerkens- 
wertfaen Eigenschaften der sogenannten Verwandtschaften. Der Raum gestattet mir nicht, 
folgendes neue allgemeine Gesetz herzuleiten: Schneiden sieh mehrere oonfocale Cur'- 
ven derselben Art in einem Punkte, so haben die Krümmungakreise jener Curven 
in dieeem Punkte aufser letzterem noch einen Punkt gemein und bilden also ein 
System von Chordalkreisen. 



io. Siebe eh, Geometrisehe Bedeutung imayinürer Zahlen. 233 

hfiltnifs der entsprechenden Elementarkreise ein und dasselbe ist Sei daher 
eine Verwandtschaft durch die Gleichung 

; U = F{X, F) = 

gegeben, so folgt znnflchst aus ihr, dafs 

Soll nun der Radius vector von -^-p constant sein, so brauchen wir nur 

BY 

•^-p s= pe'' zu setzen, wo p constant und v veränderlich angenommen wird. Es 

werden daher alle Punkte in X und Y, welche gleichzeitig den Gleichungen 

(I.) r = 0, 

entsprechen, die Eigenschaft haben, dafs das Verhältnifs der Halbmesser ent- 
sprechender Elementarkreise in diesen Punkten =:p ist. Liegen daher diese 
Punkte in stetigen Curven, wie es in der That der Fall ist, so mflssen auch 
je zwei entsprechende Bogen dieser Curven in dem constanten Verhfiltnifs 
p stehen. Man erhfilt aber oiTenbar jene Curven, wenn man X und Y aus 
den Gleichungen (I.) und (IL) entwickelt, wodurch man Ausdröcke von 
der Form 

Y = v'C/'O 

erhält, in welchen v variabel zu denken ist. Wir erhalten somit folgenden 
zu einer Menge merkwürdiger Relationen führenden Satz: 

Ist U eine complexe Funktion ton X vnd Y, und entwickelt misn 
X und Y aus den Gleichungen 

r = 0, 

80 d^e man Auedrücke von der Form 

Y = ipipen 

erhält, eo eind (p und y/, wenn man p als constantr und v ale variabel 
annimmt, Auedrücke eolcher Curven, deren entsprechende Bogen in dem 
constanten Verhältnifs 1 : p stehen. 

Jonnial fOr Mathematik Bd. LV. Heft 8. 30 
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Die betreffenden Curven sind im allgemeinen geschlossene Carven, 
welche in beiden Systemen um die Brennpunkte (ffir welche p^ssQ und ps=^o6) 
herumgehen. Beispiele hierzu können för jetzt noch nicht gegeben werden. 

§. 8. 
Nach dem vorhin Gesagten stellt, wenn F=JP(x) und F'=JP'(a?-f ÖJ?) 

und mithin ^^^^ = F'(x) = P gesetzt wird, OP die Gröfse und Richtung 

der Geschwindigkeit von Y dar. P ist aber selbst ein sich nach dem 
Gesetze P^=^F'{x) bewegender Punkt, und wenn dieser am Ende der 
Zeit x-\-dx sich in JP' befindet, so hat man P' =F'(jr-f da:), folglich 

— 5 — =:ir"(a?), und es ist, wenn man diesen neuen Punkt F"lx)z=Q 

setzt, OQ die Richlungsgröfse der Geschwindigkeit von P, d. i. der Geschwin- 
digkeit, mit welcher sich die Gröfse und Richtung der Geschwindigkeit von 
F findert; folglich drOckt Q die Beachleunigung yon F ans. Setzt man 
dieses Räsonnement fort, so gelangt man ebenso zu dem Resultate, dals F^^*x 
die Richtungsgröfse der Geschwindigkeit der Beschleunigung Q = F"{x) aus» 
drflckt etc. Wir können dies (vergl. in dieser Beziehung den Aufsatz von 
Möbius im 36'^''° Bande dieses Journals: ^^aber die phoronomische Deutung 
des Tay/orschen Theorems) so ausdrücken : Ist F(x) der Ausdruck ffir die 
Bewegung eines sich in der Ebene bewegenden Punktes Y, so ist F'(x) 
die Gröfse und Richtung der ersten Geschwindigkeit, F"{x) die Gröfse und 
Richtung der zweiten Geschwindigkeit etc., F^(x) die Gröfse und Richtung 
der it^''" Geschwindigkeit des Punktes F. 

Entwickelt man daher den Ausdruck F(x''\-x) nach dem Ti^lar- 
sehen Lehrsatz in eine nach den Potenzen von x geordnete Reihe und bricht 
man diese Reihe mit dem (n-f 1^"* Gliede ab, so erhfilt man den Ausdruck 
derjenigen Bewegung, welche der Punkt F annimmt, wenn am Ende der 
Zeit x^ die n^* Geschwindigkeit auf einmal constant wird. Ist it = 2, so er- 
hfilt man auf diese Weise F{x')'\-x.F'{x') als Ausdruck einer gleichförmigen 
Bewegung in der im Punkte F{x') an die Curve gelegten Tangente. 

§. 9. 
Sowohl zum besseren Verstfindnils des Vorhergehenden, als auch weil 
es der Gang der Untersuchung erfordert, wollen wir jetzt einige der einfach- 
sten Funktionen discutiren. Wir bemerken aber vorher, Ants ein und die- 
selbe Curve auf verschiedenartige Weise ausgedrflckt werden kann. Ist nfimlich 
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f{x) eine beliebige reelle Funktion, so sind offenbar F{x) und Fif{x)) zwei 
Ausdrficke einer und derselben Curve. Denn setzen wir f{x) = z, und folg- 
lich F(^f{xy) = F{z\ so beschreibt der unabhängige Punkt z in F{z) die- 
selbe Linie wie der unabhängige Pnnkt x in F{x). Demnach mufs auch der 
durch die Funktion F ausgedrflckte abhängige Funkt in beiden Ffillen ein und 
dieselbe Curve beschreiben. Diese Bemerkung ist aber fOr die Curven sehr 
wichtig) weil aus ihr hervorgeht, dafs man ein und dieselbe Curve als zu den 
verschiedenartigsten isogonalen Verwandtschaften gehörig auffassen kann. Es 
ist nfimlich F{x) Ausdruck derjenigen Curve, welche bei der Verwandtschaft 
Yi=^F(K) für das System Y der Hauptachse in X entspricht. Dagegen 
ist F{f{x)') Ausdruck derjenigen Curve, welche bei der Verwandtschaft 
Y=FQf{X)')^ wo also f{X) nicht mehr reell zu sein braucht, bezflgiicb 
Y der Hauptachse in X entspricht. Je nachdem also die Curve als zu der 
einen, oder der andern Verwandtschaft gehörig betrachtet wird, werden sich 
verschiedene Eigenschaften derselben offenbaren. So ist z. B. e^ Ausdruck 
des mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. Er entspricht 
also bei der Verwandtschaft Y=e^' in Y der Hauptachse in X, oder auch, 
wenn man will, bei der Verwandtschaft der Identität Y = X dem mit der 
Längeneinheit als Halbmesser um den Nullpunkt beschriebenen Kreise. Setzt 
man nun in 

1 — tang'-^ + 2itang^ 

e^* = cosjr-j-tsina: = 

l+lang«|. 

einfach x statt tang-K-i so erhält man — . , , — oder t-t — r als Ausdruck 

® 2 ' i-fx* 14-jr» 

desselben Kreises. Demnach ist der mit Ol um beschriebene Kreis zu- 
gleich derjenige, welcher bei der Kreisverwandtschaft y= j 1 y- bezflglich 

F der Hauptachse in X entspricht. 

Läfst man übrigens x zugleich die Zeit bedeuten, so entspricht der 
Transformation F{x) in F{^f{x)')^ oder auch der Transformation Fif{x)) 
In F(9(j^)), wo f{x) und (p{x) reelle Funktionen sind, offenbar eine Ver- 
änderung der Geschwindigkeit des die Curve beschreibenden Punktes. 

8. 10. 

Aufgabe. Gegeben sei eine algebraische rationale ganze Funktion 
vom 1*^'' Grade A^Bx (wo Ä und B beliebige feste Punkte der Ebene 
sind); man soll die durch diese Funktion dargestellte Bewegung ermitteln. 

30* 
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A^ti.t Auflösung. Man setze AJt-Bx^^Y, so ist 

dY 

-^=0; also ist die Geschwindigkeit von l^nach 

A*M,i Gröfse und Richtung constant und wird durch OB 
vorgestellt. Da nun aufserdem Y in A ist, wenn 
X in O, so bewegt sich der Punkt Y in der 
Parallelen, welche durch Ä mit OB gezogen wer- 
den kann, und zwar ist der am Ende der Zeit x 
durchlaufene Weg =OB.x. 

Zusatz 1. Da mittelst der Form A'\'Bx alle in der Ebene liegenden 
geraden Linien ausgedrückt werden können, so ist, wenn F eine beliebigt 
Funktion bedeutet, F^A-^-Bx) der allgemeine Ausdruck aller derjenigen 
Curven, welche bei der Verwandtschaft Y = £i\X) in dem System F gera- 
den Linien in X entsprechen. 

Da man nun die Brennpunkte der Curve F^A-yBx) findet, wenn 
man die Wurzeln der Gleichung — ^ ^ ^ = in F{A'\'Bx) für x ein- 
setzt und da man offenbar dieselben Punkte erhält, wenn man die Wurzeln 

der Gleichung . ,. ^ ==0 in l'\X) einsetzt, weil >, ' , ' ,v *-P= — -q^ 

ist, so müssen die Brennpunkte des Systems 1^ bezüglich der Verwandtschaft 
Y=F(X) identisch sein mit den Brennpunkten der Curve F(A'{'Bx). 
Wir erhalten somit deif Satz: 

Stehen zwei Figuren in der ittogonalen Verwandtschaft Y:=:F{X\ 
so sind alte Curven der einen Figur, w^che geraden Linien der 
andern Figur entsprechen, confocal und zwar haben sie die zu die^ 
ser Verwandtschaft gehörigen Brennpunkte zu ihren Brennpunkten, 
wobei zugleich daran erinnert werden kann^ dafs auch die Winkel, unter 
denen sich die confocalen Curven schneiden, gleich sein müssen den Win- 
keln, unter welchen sich die entsprechenden Geraden schneiden. 

Es darf hier nicht unerwähnt bleiben, dafs sich das vorstehende Rfison- 
nemenl auf alte in X gezogenen Curven ausdehnen Ififsl ; so dafs wir zu dem 
scheinbaren Paradoxon gelangen : Alle Curven in Y, welche beliebigen Cura- 
ven in X nach der Verwandtschaft Y=iF(X) entsprechen, sind confocal. 

Znsatz 2. Ist f{x) eine beliebige reelle Funktion, so ist (nach §• 9) 
auch A'\-B.f{x) Ausdruck einer geradlinigen Bewegung und swar ist der 
am Ende der Zeit x durchlaufene Weg gleich OB.f{x). 
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§. 11. 

Aufgabe. Es soll die durch die Funkiion A-\-Bx-\Cx^ ausge* 
drückte Bewegung ermittelt werden. 

Auflösung. Man setze Ä'\-Bx =^ M, A-^Cx^ ^='N, aufserdem 
aber J-j-Ä.l=ili', A-\-C.V^]S\ so ist 

1) Jf ein in der Geraden AM' begriffener und in ihr sich bewegender 
Punkt, so dafs AM'.x=^Al\l (nach $.10). 

2) N ein in der Geraden AN' sich bewegender Punkt, so dafs A]\\x'^=Ayi 
(nach §. 10, Zusatz 2). 

Zieht man nun MY und iVF so, dafs 
AMYX ein Parallelogramm ist, so ist 
r = ilf + {N- A)=A-yBx-\- Cx\ 
also Y der Punkt, dessen Bewegung 
zu bestimmen ist. 

Da aber AM YN ein Parallelo- 
gramm ist, so wird AN als Abscisse 
und AM als Ordinate des Punktes Y 
in demjenigen Coordinatensystem zu . 
betrachten sein, dessen Abscissenachse 
AS' und dessen Ordinatenachse AM! ist. Es folgt nun aber aus 1) und 2), 

dafs 

AM'* AM* 





AN' AJS 

AM'* AM* 

Da nun -jjüt constant ist, so ist auch .j^ constant. Demnach ist die Be- 
wegung von Y so beschaffen, dafs das Quadrat der Ordinate des Punktes Y 
der Abscisse proportional ist. Die von Y durchlaufene Bahn ist daher eine 
Parabel. Diese Parabel mufs durch A gehen, weil Y \n A, wenn x in O ist; 
und es mufs AN' ein Durchmesser, AM^ aber eine Tangente derselben sein. 

Setzen wir nun den zu dem Durchmesser AN' gehörigen Parameter 

AM'* 
=^p, so ist offenbar /i = --j— . Nun ist aber, da M'==:A'\'B, AM'^^OB; 

ferner, da iV' = J+C, AN'==OC. Folglich islp = '^. Die Parabel 

ist mithin vollstfindig bestimmt. 

Zusatz. Die phoronomische Bedeutung der Constanlen A, B, C ist nach 
§•8 folgende: A ist der Ausgangspunkt der Bewegung, OB die Geschwin- 
digkeit im Au9gangspuQkte5 20C die Beschleunigung im Ausgangspunkte, bei-r 



238 iS, Siebeckj Geameirisehe Bedeutung imaginärer Zahlen. 

des nach Gröfse und Richtnng. Will man den Ausgangspnnkt verlegen, so 
braucht man nur x'-\'X fflr x- zu setzen und erhfilt so den Ausdruck 

wo alsdann 

A ^= Ä'\'Bx''\'Cx'^ der neue Ausgangspunkt, 
B' = B'\-2Cx* die Geschwindigkeit In diesem Punkte, 
C £= C die Beschleunigung im neuen Ausgangspunkte 
ist. Van ersieht hieraus, dafs die Beschleunigung in allen Punkten der Para- 
bel dieselbe ist, wodurch das Bewegungsgesetz als mit der Wurfbewegung 
zasammenfallend hinlänglich charakterisirt ist. Fflr die Tangente in einem 
beliebigen, etwa dem Werlhe x' der Variabeln entsprechenden Punkte er- 
balten wir (s. §. 8 am Schlufs) den Ausdruck 

A^Bx'^Cx'^-\-(B^2Cx')x. 

8. 12. 

Um einige Anwendungen des Vorstehenden zu zeigen, bemerken wir 
nur so viel: 

Vau kann die Parabel '^-j-^^'f^*^ ^^'^''^^^ '^^'^^S^'^'* der Verwandt- 
schaft Y ^=^ Ä-\'BX'\'CX'^ als diejenige Curve betrachten, welche im System 
]r der Hauptachse in JT entspricht. Ist nun P'\'Qx em^ beliebige Gerade 
im System X und also Fi = i4-fB(P-f (?a:) + C(P+(?a?)' die ihr im System 
Y entsprechende Curve, so mufs Y^ offenbar selbst wieder eine Parabel sein, 
da der Ausdruck für Yi wieder vom zweiten Grade ist. Wir gelangen so- 
mit bei Berflcksichtigung von §.10, Zusatz, zu dem Resultate: 

Stehen zwei Figuren X und Y in der Verwandtschaft Y s=: 
il -f BX^ CX\ so entsprechen alte Geraden in X nur Parabetn in Y; 
die letzteren sind daher sämmtlich confocal und ihre Dur chschmtta winket 
sind ßteich den Durchschnitts winkeln der Geraden, welchen sie entsprechen. 

Um den Brennpunkt der Verwandtschaft, also auch den von A-^-Bx-^-Cx^ 

zu ermitteln, setzen wir den der Gleichung F'(X) = B'{'2CX = ent- 

B 

sprechenden Werth, also — ^ in A'\'BX-\'CX^ fflr X ein und erhalten 

somit — j^ — als Ausdruck des Brennpunkts. Letzterer ffillt in den Null- 
punkt, wenn 4AC:=B^, d. b. wenn A'\-Bx'^C:ii^ ein voUstfindiges Quadrat 
ist. Wir entnehmen hieraus, dafa {A'\'Bxf Ausdruck einer Parabel ist, 
deren Brennpunkt in den Nullpunkt ftilt, und wdche iragleieh die Parabel z^. 
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die mit der Hauptachse zasammenfallt, unter demselben Winkel schneiden 
mufs, unter welchem die Gerade A'\'Bx die Hauptachse x schneidet, weil 
die parabolischen Bewegungen (A'\-Bx/ und x^ als solche betrachtet wer- 
den können, welche bei der isogonalen Verwandtschaft Y=X^ !n Y den 
Bewegungen A'\'Bx und jr in X entsprechen. Hieraus lassen sich mit 
Leichtigkeit die Eigenschaften der Brennpunkte der Parabel herleiten. Um nur 
Einiges hierfiber zu zeigen, bemerken wir: 

1) Es ist {A'\'Bx)^ das Quadrat der Geraden A'\-Bx. Hieraus 
folgt der Satz: 

Denkt man sich zwei Ecken und / 
eines Dreiecks fest und läfst die dritte Ecke A 
sich auf einer beliebigen Geraden AM bewe- 
gen, denkt man sich ferner während der Be- 
wegung fortwährend über OA ein Dreieck 
OAA^j welches mit OIA Ähnlich und gleich- 
stimmig ist, so wird die Ecke A^ des letzteren 
Dreiecks eine Parabel beschreiben, deren 
Brennpunkt ist und welche Ol unter dem- 
selben Winkel schneidet als die Gerade AM 
(und zwar in beiden Durchschnittspunkten). 

2) Denkt man sich zwei confokale 
Parabeln (J-f äj:)' und (C'\-Dx)\ so er- 
sieht man aus den entwickelten Ausdrücken 
A^^iABx^B'x^ und C' + 2C/>jr-f />V, 
dafis B^ und D^ die Beschleunigungen und folglich B^OI und D^OI die re- 
spectiven Winkel sind (s. $.11, Zusatz), welche die Achsen der Parabeln mit 
der Hauptachse bilden. Folglich ist B^OD^ gleich dem Winkel, den die bei- 
den Achsen selbst unter einander bilden. Andrerseits bilden aber die Geraden 
A'\'Bx und C'{'Dx selbst einen Winkel, welcher gleich BOD ist; folglich 
schneiden sich die Parabeln, da sie jenen Geraden gemfib der isogonalen 
Verwandtschaft Y=:X^ entsprechen, ebenfalls unter dem Winkel BOD. Nun 
ist aber offenbar B'OD' = B'01-iyOI= 2BOI-2DOI^2BOD. Hier- 
aus ergiebt sich der Satz: 

Sind zwei Parabeln confooal, so ist der Winkel, unter welchem 
sie sich schneiden, halb so grofs, als der Winkel, unter welchem sich 
ihre Achsen schneiden. 
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3) Denkt man sich (s. die letzte Fignr) zwei durch O gehende, die 
Gerade A'\'Bx in den Punkten M und N schneidende Gerade, welche sich 

um O so drehen, dafs sie fortwährend aqf einander senkrecht stehen, so ist 

1 1 

bekanntlich 771^1 -fjT/v* während der Drehung conslant. Sind nun M' und N' 

die den Punkten M und A^ respective entsprechenden Punkte der Parahel 
(^ + Bar)% und folglich M'^M^ und JV' = N^ so folgt aus letzteren 
Gleichungen, dafs einestheils OiUf's^Oilf^ und ON'^=ON\ andernthefls der 

Winkel M'ON' doppelt so grofs als der Winkel MON, also gleich 2R ist 

11 11 

Da nun olw«"^OiV* ^^"^'®"* '^*9 ^^ ™"^^ ^^^^ OW'^ON' ^^"^'*"* ^®^"* 

Hieraus folgt der Satz: 

Dreht sich eine durch den Brennpunkt O einer Parabel gehende 
und die Parabel in M' und N' schneidende Gerade um den Brennpunkt, 

so ist während der Drehung ——^—— consfant, nämlich ^^-tttt , wenn 

Q der Scheitel der Parabel ist. 

4) Setzt man A'=:A', 2AB^B', B'^C in dem Ausdruck 
{A -f Bx)\ so ist B'^ = 4A'C' oder 

R _ A' 

4C' ~ ü'' 

In dJeser Gleichung liegen eher die beiden metrischen Bestimmungen 

^ = ^,und AB'OI-ZC'01:=j^A'OI-ZB'Ol oder B'OC'^^A' OB'. 

Aus der ersteren folgt : das Quadrat der Geschwindigkmt des die Parabel 
beschreibenden Punktes ist gleich dem doppelten Produkte aus der con^ 
stauten Beschleunigung in den Radius vector des betreffenden Punktes. 
Aus der letzteren : Jede Tangente der Parabel bildet mit dem nach ihrem 
Berührungspunkt gehenden Radius vector und mit dem Durchmesser 
gleiche Winkel. 

5) Fflr die Tangente der Parabel {A'\'Bx)^ in dem demWerthe x' 
der Variabeln entsprechenden Punkte erhalten wir den Ausdruck 

F{x')^xF'{x') = (A^Bx^)^'\-2B{A'\'Bx^)x. 

Ffir letzteren Ausdruck kann man aber auch schreiben {A'{-Bx%A'\'B{x^'\-2xy) 
oder, wenn man x fOr a:^-f2a? setzt (also die Geschwindigkeit fflr die Tan- 
gente ändert) 

(A'\'Bx')(A-\-Bx). 
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Aus der Produktform dieses Ausdrucks, weicher ffir die verschiedenen Werlhe 
von x' alle möglichen Tangenten der Parabel giebt, folgern wir den Satz: 

Hat man zwei feste Punkte und I 
und eine feste Gerade MN, denkt man sich 
ferner in letzterer einen festen Punkt M und 
einen sich in derselben bewegenden Punkt N, 
und über ON ein Dreieck ONQ construirt, 
welches dem festen Dreieck OIM ähnlieh und 
gleiehstinimig ist, so wird Q eine gerade 
Linie beschreiben, welche immer Tangente 
einer und derselben Parabel ist, wo man auch 
den festen Punkt M in der Geraden anneh- 
men mag. Der Brennpunkt dieser Parabel 
aber ist in 0. 

6) Nimmt man in der Tangente {A-j'Bx'){A'YBx) einen bestimmten 
Punkt an {A'\-Bx'XA-\-Bx''), so liegt derselbe sowohl in {A-\-Bx'XA'\-Bx) 
als auch in {A'\'Bx"){A'\- Bx)^ ist also der Durchschnittspunkt der beiden 
Tangenten der Parabel, welche ihre BerOhrungspunkte in {A'\'Bx'f und 
{A'\'Bx"f haben. Aus dieser Bemerkung lassen sich aber mit Leichtigkeit 
eine grofse Anzahl von Eigenschaften der Parabel herleiten. Setzen wir z. B. 
ar' = 0, so erhalten wir A^A-}- Bx") als Durchschnittspunkt derjenigen Tan- 
genten, welche ihre BerOhrungspunkte respective in A^ und {A'\'Bx"y 
haben. Bezeichnen wir daher jenen Durchschniltspunkt durch P, jene Be- 
rOhrungspunkte respective durch P' und P'', so dafs also P = A(A']'Bx")y 
P' = A\ P'' = ( J + Äx" )% so ist 

P^ = P'.P". 

Diese Gleichung giebt folgende zwei metrische Bestimmungen 

(1.) OP^ = OP'.OP", 

d. h. das Quadrat der Entfernung eines aufserhalb der Parabel liegen- 
den Punktes von dem Brennpunkte ist gleich dem Produkte aus den 
Radien vectoren, welche sieh nach den Berührungspunkten der von je- 
nem Punkte ausgehenden Tangenten ziehen lassen. 

(2.) 2P01 = POl-i^P^OI 

oder 

POP' = POP", 
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d. h. je zwei Tangenten einer Parabel werden vom Brennpunkte aus unter 
gleichen Winkeln gesehen; u. s. w. 

§. 13. 
Aufgabe. Es soll die durch die Funktion Q^p ausgedrückte Be- 
wegung ermittelt werden. 

Auflösung. Zunächst läfst sich die gegebene Funktion stets durch 

-44- Bj: 

Division mit Q auf die Form jTp ^ letztere aber durch Substitution von 

AA-BPx 

BP für B auf die Form ,\p — bringen. Wir wollen uns daher nur mit 

der letztgenannten Form beschäftigen. 

Setzen wir nun Y= 7.p — , so ist Y in A, wenn a? = 0, ferner 

K in B, wenn a7 = oo. Demnach müfs die fragliche Curve durch A und 
B gehen. 

A4- BPj: 

Aus der Gleichung F5==— I-^ — folgt aber ferner die folgende 

A—T 
= T^B 

welche die beiden metrischen Bestimmungen 

(1.) x.OP = ^, 

(2.) ZIOP = 2R-AYB 

involvirt, und zwar nach §. 2, wenn man sich dort Px für X gesetzt denkt. 
Da nun Z^OP constant ist, so mufs nach (2.) auch AYB constant 

sein. Der Punkt F= . , #. — mufs daher für ein veränderliches d? sich so 

l + Pjr 

in der Ebene bewegen, dafs der Winkel AYB immer dieselbe Gröfse behfilt. 
Die fragliche Curve ist somit ein Kreis und zwar derjenige Kreis, in wel- 
chem AB Sehne und der zu dieser Sehne gehörige Peripheriewinkel AYB 

gleich dem Supplementwinkel von lOP ist. Auch folgt aus 1), dafs am Ende 

AY 
der Zeit 07 Yß^=^^^*^ ^^^- ^^^ Bewegung des Punktes Y gebt für ein 

von bis x wachsendes x von A nach B und zwar auf dem einen der bei- 
den zwischen A und B liegenden Kreisbogen für ein positives, auf dem an- 
dern für ein negatives a:. Ist unserer bisherigen Annahme entsprechend Ol 
von links nach rechts gerichtet und J über der Hauptachse, wird also die 

Drehungsrichtung (^C^) als positiv genommen, so ist die Kreisbewegung 
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^p ^ fflr ein positives zunehmendes x (^0"^^ , also negativ, wenn lOP 

kleiner als 2R, positiv, wenn lOP gröfser als 2R. Ob zwei Kreisbewegnn- 

Ä 4- BPx A'A-B 'P'x 

^^^ TTp — ^^^ 14- P> — einstimmig oder entgegengesetzt sind, lafst sich 

hiernach leicht benrlheilen. 

Ist iOP=0 oder s=s2/t, so ist der Peripheriewinkel AYB im er- 
sleren Falle =2Aj im anderen Falle =0. In beiden Fällen erhält man 

AT 

eine gerade Linie und zwar ist OP.x gleich dem Schniltverhfiltnifs y^« So^ 

nach ist allgemein, wenn p eine reelle Zahl ist, .^ ^^ Ausdruck einer 

geraden Linie, in welchem px das Schnillverhältnifs angiebt, nach wel- 
chem die Strecke AB durch den die Linie beschreibenden Punkt Y ge-- 
theilt wird. So lange px positiv ist, befindet sich Y zwischen A und B, 
so lange px negativ ist, in der Verlängerung von AB. Für den Mittelpunkt 
von AB hat man px^=l und fflr den unendlich entfernten Punkt px=z —i 

zu setzen. Die Punktpaare . , ^^ und .~ ^^ bilden eine Involution, 

•^ i-f-px 1 — px ' 

deren Hauptpunkte A und B sind, etc. Wie man sieht, stimmt dies mit dem 
barycentrischen Calcfll flberein. 

§. 14. 

Betrachten ^r den Kreis j^p^ ^^ seiner Beziehung zu der isogö- 

A4- BPJ^ 

naien Verwandtschaft Y= 4 r «y ? o^^^ welcher er diejenige Gurve ist, 

welche im System Y der Hauptachse in X entspricht. Lassen wir den un- 
abhängigen Punkt X sich, anstatt in der Hauptachse, selbst in eineoi Kreise 

7ip9 ^ bewegen, setzen wir also letzteren Ausdruck fflr x in ."|? p ^ 

ein, so erhalten wir 

y _ A+BPA'+{A + BB'P)P'x 

~ 1 + Pil'f (14- Ä'P)P'jr ' 

A4-BPA' 

also ebenfalls eine Kreisbewegung, welche durch die Punkte - , |, p^, und 

A 4- BPB' 
iJL PR f^ geht. Findet also zwischen zwei Figuren die isogonale Verwandt- 

Schaft r= /\pj^ ' Slatt, so entspricht jedem Kreise in Y ein Kreis in 

X, und (wie sich durch Umkehrang der Gleichung F= A p^ leicht zei- 

31* 



244 /^* 8ie^^c^9 Geometrische Bedeutung imaginärer Zahlen. 

gen läfsl) jedem Kreise in X ein Kreis in Y. (Vergl. Möbius Theorie 
der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung, Leipzig 1855.) 

Brennpunkte bat diese Verwandtschaft nicht. Denn setzen wir 

F* (X) = . . . pi^.t = 0, so genügt dieser Gleichung nur ein unendlich gro- 

fser Werlh von X*). Da uns ein tieferes Eingehen auf diese Verwandt- 
schaft hier nicht gestattet ist, so erlauhen wir uns wenigstens die nachstehenden 
Bemerkungen, da sie weiterhin von Belang sind. 

Betrachten wir die Verwandtschaft Y= .*, ^ , nach welcher um- 
gekehrt Jl= ' Y—n ^ ^^ liegen in letzterer Gleichung die metrischen Be- 

AT 
Stimmungen 0X=yj3 und /I0X=2R— /,AYB. Bewegt sich daher Jt 

in einer beliebigen durch gehenden Geraden, so dafs also lOX conatant 
bleibt, so mufs sich Y so bewegen, dafs ^AYB constant bleibt, also in 
einem durch A und B gehenden Kreise, was mit dem eben Gesagten über- 
einstimmt. Einem System von Geraden in X, welche sfimmtlich durch O 
gehen, entspricht daher ein System von Chordalkreisen, welche AB zur 
Chordale haben. Lassen wir anderentheils X sich in einem um O beschrie- 
benen Kreise bewegen, so dafs also OX constant ist, so mufs Y sich so 

AY 

bewegen^ dafs y^ constant bleibt. Die der letzteren Bewegung entsprechende 

Curve mufs aber ein Kreis sein, weil sie für Y einem in JT um beschrie- 
benen Kreise entspricht. Auch mufs, da der um beschriebene Kreis auf 
allen durch O gehenden Geraden senkrecht steht, der entsprechende Kreis in 
Y auf allen Chordalkreisen, welche AB zur Chordale haben, senkrecht 
stehen. Wir gelangen somit in leichtester Weise zu den Eigenschaften der 
Orthogonalkreise. Ich will aber hier noch gelegentlich einen leicht abzulei- 
tenden Satz erwähnen, da er wenig oder gar nicht bekannt zu sein scheint. 
Denkt man sich in X einen nicht durch O gehenden festen Kreis und 
eine sich um drehende Gerade, welche den Kreis in X' und X" schnei- 
det, so ist bekanntlich OX'.OX" wahrend der Drehung constant. Dieser Figur 
in X entspricht aber in Y ein nicht durch A gehender (da A in Y dem O 



*) Hieraus folgt aber noch nicht, dafs die den geraden Linien in X entsprechen- 
den Kreise in T keine Brennpunkte haben. Vielmehr kann ein solcher Kreis Brenn- 
punkte zeigen und zeigt sie, wenn man ihn als Glied einer andern isogonalen Verwandt- 
schaft darstellt. Letzteres geschieht durch Transformation des betreffenden Ausdrucks 
(nach §. 9). 
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in X entspricht) fester und ein sieb fortwährend Ändernder Kreis, welcher 
aber stets durch A und B gebt und jenen festen Kreis in Y' und Y" schnei- 



det. In Folge der Gleichungen OX' 

AT' AY" 



AY' 
Y'B 



und OX" 



AY" 
Y"B 



mufs nun 



auch das Produkt 



Y'B Y"B 

ansdrOcken : 

Sind A, B, Y', Y", Z', Z" die 
$echs Durchschnittspunkte dreier 
Kr^se (s. nebenstehende Figur), so 
findet die Gleichung 

AY'.AY» _ AH. AH' 
T'B. Y"B "" Z'B.Z"B ' 

und folglich auch ebenso die Glei- 

Y'Z'.Y'Z" Y'A.Y'ß 

enungen 2'Y".Z"Y" 

Z'Y' Z'Y" M^^m.,M^MM 

und - ^.r..,' ^,.rw« = 7r^r.' 7.".. Statt. 



constant sein. Wir können diesen Satz so 



~ AY".BY" 
ZA.ZB 




Y'Z".Y"Z" AZ'i.BZ" 

Die Anwendungen, welche dieser Satz gestattet, können wir hier nicht 
anführen, 

Schliefsiich wollen wir noch auf die involutorische Kreisverwandtschaft 
hinweisen, deren einfachster Ausdruck XY=i ist. Da hier X die reci- 
proke Zahl zu Y ist, so werden wir Curven , welche sich nach dieser Ver- 
wandtschaft entsprechen, reciproke Curven nennen. 

§. 15. 
Aufgabe. Die durch aT Lei ausgedrückte Bewegung zu ermitteln. 

Auflösung. Setzen wir Y= /\v und X=^ pe^, so dafs also 
Y sich in der zu ermittelnden Curve bewegt, so mufs in Folge der Glei- 



chungen p = OX 



AT 
YB 



und x=^10X=:2R~AYB, da ;i constant ist, 



AY 



Y sich so bewegen, dafs das Verhältnifs y]t constant ist. Hit Bezugnahme 

auf das im vorigen §. Gesagte mufs daher Y einen der Orthogonalkreise zu 

dem System der durch A und B gehenden Chordalkreise beschreiben und 

AY 

zwar denjenigen Orthogonalkreis, für welchen das Verhältnifs yß ^^° ^^^^ 

stanten Werth p hat. Auch ist am Ende der Zeit x ^^F0=: 21t — ar. 
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Die Durcbschnittspankte dieses Kreises mit AB eotsprecfaen den Wertben 

A'-h Bd 

und n, sind daher . t ^ , also harmonische Pnniste zu A und B. Ist p 

und also auch das Verhältnifs yo^l? so beschreibt F eine Gerade, welche 
auf AB im Mittelpunkte normal steht. 

Die Richtung der Kreisbewegung .JT ^ ist positiv oder negativ^ 

je nachdem p<Zi oder >*1. Hiernach Ififst sich leicht beurtheiien, ob zwei 
unter dieser Form gegebene Kreisbewegungen einstimmig oder entgegen- 
gesetzt sind. 

Die Punkte A und B sind conjugirte Pole des Kreises {± Lei ■ 's* 

nun ;9 = und B = oo , aber so, dafs Bp einen endlichen Werlh B hat, so 
erhalt man Y^^A-^-Be^'K Hier ist A Mittelpunkt und OB Halbmesser. 
Fällt also der eine von zwei conjugirten Polen eines Kreises in^s Unendiicbe, 
so ist der andere im Mittelpunkt. 

Anmerkung. Der Gegensatz zwischen den beiden Formen ffir die 

geradlinige Bewegung .T^ ^ und a^\^ ^^t sehr bemerkenswertb. Wir 
können diese Ausdrflcke noch übereinstimmender machen, wenn wir . , — ^~t- 

und ^ l/A-^xyi schreiben. In dem ersteren bedeutet ^-f ^ ^®" Logarithmus 
eines Schnittverhällnisses, in dem zweiten einen Winkel. 

§. 16. 

Aufgabe. Es soll die durch cos (x-fat) ausgedruckte Bewegung er- 
mittelt werden. 

Auflösung. Es ist zunächst 

OO Y = cos(a? + cei) = ■JCe'^'-f-i!«-^'). 
Bringt man diesen Ausdruck auf die Form /c^-f 9>j so erhält man 

y = acosx^Yibsmx, 

wo a=i(e-"-}-e«) und * = i(«-« — O- 

Hieraus folgt aber, dafs, wenn ij und | die respectiven Abstände des 
Punktes Y von der Hauptachse und der zu ihr durch O gezogenen Nor- 
malen sind, f = acosar und 17 = 6 sin or ist. Da nun aber CQf^^x-\-uB^x=i\^ 

fct ^1 
so ist auch -^ -j- -^ = 1 , folglich bewegt sich Y in einer Ellipse , welche 

ihren Mittelpunkt im Nullpunkt hat und deren grofse Achse in die Hauptachse 
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der Ebene ffi]lt. Die grofse Achse ist 2a = e^-f^> ^>^ kleine Achse 
%h — «— — er. 

Um die Brennpunkte zu erhalten, brauchen wir nur 

zu setzen. Ans letzterer Gleichung folgt aber cos(a?-f at) = + 1. Die Brenn- 
punkte fallen somit in / und /'. 

Um das Bewegungsgesetz zu ermitteln, bemerken wir, dafs in Folge 
der Gleichung (I.) Y die Mitte der Verbindungslinie der beiden reciproken 
Punkte ^*^" und ä**""*' ist. Durch letztere Punkte werden aber, wenn x sich 
'Ändert, Kreise beschrieben, welche respective Halbmesser von der Lfinge e""^ 
und e" haben ; und zwar geschehen beide Kreisbewegungen nach entgegen- 
gesetzter Richtung und mit der Winkelgeschwindigkeit 1. Wir haben uns 
also vorzustellen, dafs die vom Nullpunkt ausgehenden Halbmesser r = e"~" 
und () = €'" (im Anfange der Bewegung) auf einander liegen und sich sodann 
um O nach entgegengesetzter Richtung mit gleicher Winkelgeschwindigkeit 
drehen. Alsdann beschreibt die Mitte der Verbindungslinie der Endpunkte 
dieser Halhmessti* die EUipse cos{X'\- ai). 

Die Bewegung cos (ar -fort) ist einstimmig tnit der des Endpunkts des 
gröfseren Kreishalbmessers, also einstimmig mit ef"""^, wenn a positiv ist. 
Den einem bestimmten Bogen der Ellipse entsprechenden Drehungswinkel der 
beiden Kreishalbmesser, also die diesem Bogen entsprechende Zunahme von 
X wollen wir die Amplitude des Bogens nennen. 

§. 17. 

Versucht man es aus obigen Ausdruck Eigenschaften der Ellipse zu 
entwickeln, so ereignet sich das Merkwürdige, dafs jede der bekannten gonio- 
metrischen Formeln, wie z. B. cos^^-f-sin^/i = l, sofern blofs cosinus und 
Sinus in derselben vorkommen, so gedeutet werden kann, dafs sie eine be- 
merkenswerthe Eigenschaft der Ellipse giebt. Folgende Beispiele werden dies 
klar machen. 

1) Es ist 

g ^ ^ = — 8in(a?-f-«0 = cosyx'YY'T^y 

Nnn ist aber, wenn wir co8(ap-f ai) = P setzen, ^^^1^ ' — die Richtungs- 
gröfse der Geschwindigkeit im Punkte P der Ellipse. Anderntheils ist, wenn 
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wir (? = cos (a? -f y + «0 setzen, Q ein so in der Ellipse liegender Punkt, 



n 



dafs die Amplitude des Ellipsenbogens PQ=^'-^ ist. In obiger Gleichung 

liegen nun aber folgende beide metrische Bestimmungen: 

a) die Richtung von OQ kommt mit der Geschwindigkeits-, d. i. Tangential- 
richtung in P äberein; OQ und OP sind daher conjugirte Ilalbdurch- 
messer. Wir können dies so aussprechen: Wird ein Ellipsenbogen 
durch die Endpunkte zweier conjugirten Halbdurchmesser begränzt, 

so ist die Amplitude dieses Bogens gleich -h-* 

b) Die Länge von OQ ist gleich der Geschwindigkeit in P. Also: Die 
Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte ist gleich dem Halbdurch- 
messer, welcher dem nach de?n ersteren Punkte gehenden Halbdurch-- 
messer conjugirt ist. 

Zusatz. Es sind cos^x-^-ai) und sin(ar-f ai) fflr jeden beliebigen 
Werth von x stets die Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser. Daher ist 
sin(ar-|-ai) ebenfalls Ausdruck einer Ellipse, nämlich derselben, welche durch 
oos{X'\-ai) ausgedrückt wird. 

2) Es ist 

3*cos(j; + ai) 



dx 



.t 



= — cos(a?4-«0' 



Hieraus folgt unmittelbar: die Beschleunigung ist gleich dem Halbmesser 
und hat nut ihm entgegengesetzte Richtung. 

3) Es ist 

cos^(a?-f ai)4-sin^(^-|-««) = !• 
Setzen wir P = cos (a? -f «0 und = sin (o? -f" "0? so sind, da 

sin(a:-|-ai) = cos(x — 2"^^V 

ist, (nach 1) Zusatz) P und Q die End- 
punkte conjugirter Halbdurchmesser. Da nun 
nach obiger Gleichung P^'\-Q^=l ist, so 
erhalten wir den Satz: 

Ist der Mittelpunkt, I ein Brenn^ 
punkt einer Ellipse^ sind ferner P und Q 
die Endpunkte zweier conjugirten Halk^ 
durchmesser und errichtet man über jedem 
der letztern ein Dreieck OPA und OQB, 
so dafs OPAojQIPund OQB^s^OIQ, so 
ist OBIA ein Parallelogramfn. 
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Zagleich folgt aus jP-|-(^=1 das Wesen der involutorischen isogo- 
nalen Verwandlsebafk X'^'\-Y'^ = \. Sind nämlich X and I^ zwei einander 
nach dieser Verwandtschaft entsprechende Punkte der Ebene, so sind sie die 
Endpunkte zweier conjugirten Halbdurchniesser einer Ellipse, welche ihre 
Brennpunkte in ±1 hat (vergl. oben). 

4) Es ist 

^, , .. l-l-cos(2Lr-f 2ai) 
COS^(iP-fÄi) = — ^ ^g— ' ^• 

Um diese Gleichung zu deuten, bemerken wir zunflchst, dafs cQs{2x-\-2€ti) 
offenbar selbst der Ausdruck einer Ellipse ist, da man nur (mit Aenderung der 
Geschwindigkeit) 2r fflr x zu setzen braucht, um einen Ausdruck von der 
Form cos{x-\- ai) zu erhalten. Da aber die beiden Curven cos (2ar «i- 2ixt ) 

und -i-^ — 2 ^^ ^^^ Verwandtschaft y=^-f-^X stehen, und dies 

eine Aehnlichkeitsverwandtscbaft ist, so ist -^ — ^x ebenfalls Ausdruck 

einer Ellipse, und zwar liegen ihre Brennpunkte, da cos(2a?-f 2aj) = ±l ist, 
wenn der Differentialqnotient jenes Ausdrucks, nämlich — sin(2x-f 2at)s=0 

1+1 
gesetzt wird, in "r d. h. in O und /• Die im Eingang dieser Nummer 

aufgestellte gonippietrische ißleichung liefert alsQ folgenden merkwürdigen Satz: 

Denkt man Mich zwei Ecken O und 
I eines Dreiecks OIA, von denen die eine 
O der Mittelpunkt, die andere I ein Brenn-- 
punkt einer Ellipse ist, fest, und läfst die 
dritte Ecke A sich auf der Ellipse bewe^ 
gen, denkt man sich ferner fortwährend über 
OA ein Dreieck OAA eonstruirt, so dafs 
OIA f\i OAA, so wird die Ecke A dieses 
letzteren sich ebenfalls in einer Ellipse bewegen, welche den Mittelpunkt 
O und den Brennpunkt I der gegebenen Ellipse zu Brennpunkten hat 

Wächst die Amplitude in cos(X'{- ai) um eine bestimmte Gr&fse §, so 

1 4- cos (2xA- 2ai) 
wichst offenbar die entsprechende Amplitude in -^ — ^j— ^- — - um 2|. Wir 

folgern hieraus, dafs, wenn AB und A'B' entsprechende Bogen beider Ellipsen 
sind, die Amplitude von A'B' doppelt so grofs ist, als die von AB. Durch- 
läuft also z. B. A auf der zuerst gegebenen Ellipse den zwischen den End- 
punkten zweier conjugirten Halbdurchmesser liegenden Bogen, so durchläuft 

Jonn«! Ar Mathematik Bd. LV. Heft Z. 32 
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A' die halbe Ellipse. Andere merkwürdige Beziehungen aufzufahren, mflssen 
wir hier unterlassen. 
5) Es ist 

cos(a7 — «i) sin (a? -f^) — sin (a: — ai) cos (a? 4" ai) = S]n2at. 

Um diese Gleichung zu deuten, nehmen wir an, es seien P und Q zwei ein- 
ander sehr nahe Punkte der Ellipse cos^x-^-ai)^ also P = cos (o: -f ^0 ^od 
Q =: cos{X'\-8x'\-ai) = P—s\n{X'\'ai).da:. Alsdann ist nach §.3 der 

Flächeninhalt des unendlich kleinen Sektors POQ = ^{PQ — PQ)^ da er 

als ein Dreieck betrachtet werden kann« 

Setzt man in letzterem Ausdruck demnach P=cos(ar-f cei) und folglich 

P=cos(iP— Off), 0==P— sin(ar-{-ai).öarund demnach (?=P— sin(a?— ai).5x, 
so erhält man mit Berflcksichtigung der im Eingange dieser Nummer aufge- 
stellten Gleichung 

POQ = —^— • S^ = § — ox. 

Bezeichnen wir nun den von OP und der halben grofsen Achse einge» 
schlossenen Sektor durch F, und somit POQ durch BF, so erhalten wir aus 
der letzteren Gleichung die folgende: 

dF e^" — r-^« 

dx 8 

dF 

Da folglich der Differentialquotient ^ constant ist, so ersehen wir, dafs je 

zwü Sektoren der Ellipse den Amplituden der zugehörigen Bogen pro^ 
portional sind. Hierdurch ist aber das Bewegungsgesetz fflr den Ausdruck 
cos(a:4-«0 cbarakterisirt« Es ist nämlich cos (X'\'ai) derjenige Ausdruck 
einer elliptischen Bewegung, nach welchem der Halbdurchmesser, welcher 
zu dem die Ellipse beschreibenden Punkte gehört, in gleichen Zeiten 
gleiche Flächenräume überstreicht. 

Der Leser wird nun im Stande sein, selbst goniometrische Gleichun- 
gen, wie die obigen, zu deuten. Er wird dann z. B. finden, dafs mit Berflck- 
sichtigung von $.3 ans der Gleichung 

cos(a?4'^0cos(a? — ai) -f- sin (a? 4" «0 sin (o? — ai) s= co82ai 

ohne Weiteres hergeleitet werden kann, dafs die Summe der Quadrate Je 
zweier conjugirten Halbdurchmesser einer Ellipse constant ist; ferner aus der 
Gleichung 

sm(x-\'ai)cos{X'^ai)^co8{X'{'Ou)s\n{X'^ai) «= 8in2a^ 
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dafs der Inhalt des von zwei conjugirten Halbdurcbmessern und der Verbin- 
dungslinie ibrer Endpunkte eingescblossenen Dreiecks constant iat; ferner aus 
den Gleichungen 

(1-f cos (a?-f ««))(! -f ^ös(j7 — ai)) = 4cos'i(ar-f oi)cos^i(a: — cfi), 
(l — cos{x-\-ai)^(^i — cos{x — ai)^ = 4sjn^^(ar -f ai) sin^i(ar — ai), 

dafs die Summe der Verbindungslinien eines Punktes der Ellipse mit den bei- 
den Brennpunkten constant ist, u. s. w. Wobei wir zugleich bemj^rken, dafs 
alle diese Sätze unter der Formel 

cos(ar + y-f-ai + /9i) = cos(x -{- ai) cos(y -}- ßi) + 3m{X'\- ai)s\n{y -{- ßi ) 

und folglich auch unter dem aus letzterer abzuleitenden allgemeinen Satze, 
durch welchen eine Beziehung zwischen drei confocalen Ellipsen cos {x-^-cci)^ 
cosCy-f/^O ^^^ co3{Z'\-ai'\-ßi) oder cos(2r*f ai — ßi) ausgedrfickt wird, 
enthalten sein müssen. Dieser umfassende Satz dürfte aber erst bei einer 
spfiteren Gelegenheit zu erörtern sein. 

§. 18. 
Aufgabe. Es soll die durch die Funktion Qos(a-f ^0 ^^^^Sf^- 
drückte Bewegung ermittelt werden. 

Auflösung. Es ist zunächst 

Y = cos(a + xi) = ^(^«'-'-f ^^«')^ 
woraus hervorgeht, dafs Y als die Mitte der Verbindungslinie der Punkte 
ilf = <»*""'' und N=^e^^''' zu denken ist. Diese Punkte beschreiben aber 
offenbar gerade Linien, welche durch den Nullpunkt gehen, und zwar ist stets 
j/IOM=a und j/JtON= —a, und somit MON =^ 2a. Ferner ist 
OM^e^ und ON^e-"", folglich 0M.0N=1. Aus letzterer Gleichung 
folgt aber ohne Weiteres, dafs der in der Mitte zwischen M und N befind* 
liehe Punkt Y eine Hyperbel beschreiben mufs und dafs die Punkte M und 
N sich in den Asymptoten derselben bewegen. Der von den Asymptoten 

eingeschlossene Winkel ist daher =2a, woraus hervorgeht, dafs cos^-^-f ^} 
der Ausdruck einer gleichseitigen Hyperbel ist. Die Brennpunkte fallen natör- 
lieh, da wir es hier wieder mit der Verwandtschaft !F=cosJrzu thun haben, 
wieder nach +1. Die Ellipse cos(a?-f at) und die Hyperbel cos(a'-f ^') 
sind daher confocal. 

Dem Leser mufs es überlassen bleiben^ hier auf analoge Weise, wie 
wir es bei der Ellipse gethan haben, durch Anwendung goniometrischer Glei- 

32» 
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changen Eigenschaften dieser hyperbolischen Bewegung zn ermitteln. Dab 
confocale Ellipsen 4ind Hyperbeln auf einander senkrecht stehen, folgt einfach 
daraas, dafs beide, bei der Verwandtschaft I^=cosX^ Geraden im System 
X entsprechen, welche anf einander senkrecht stehen (nfimlich den Geraden 
a?-f «• oöd a'-f a:i). 

§. 19. 

Aufgabe. Es soll die durch — -: r ausgedrückte Bewegung 

cos(^ + xi) 

ermittelt werden. 

Auflösung. Setzen wir wieder 1^= — ^, so wird der 

cos(^+«) 

Gleichung -g— = genOgt, wenn sin (-^ -f ^) == ^9 ^^^ — 7 T"^— ^ 

ist. Die Brennpankte der fraglichen Cnrve fallen somit in 1 and /'. Sei 
nun P ein beliebiger Pankt der Carve, so ist (nach §. 3) 



PI 



Dareh Moltiplieation dieser Gldobnngen nnd sweckentsprechende Rednetion 
erhalten wir 

Pi. PI' = tang(-J + xi) . lang(^ - «•) 
oder, da 4*4*^ ^^^ ~ä^^ Complementswinkel sind, 

pi.pr = 1. 

• 

Die vorgegebene Curve hat somit die Eigenschaft, dafs daa Produkt der Ab- 
stinde eines beliebigen Punktes derselben von den beiden Brennpunkten con- 
atant ist, nftmlicb gleich dem Quadrate der halben gegenseitigen Entfernung 
der Brennpunkte. Sie ist demnach eine LemnUcale. 

Zugleich ersehen wir, da cos (-j- -^ ^} d^r Ausdruck einer 

gen Hyperbel Ist, dafa die LemniseaU He redproke CurM einer gtmcheei^em 
Bgperhel iet. Da hiemach diese beiden Curven in involutorischer Kreisver- 
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wandtsdiaft stehen, so Ififst sieh bieraas eine grofse Anzahl merkwflrdiger 
Eigenschaften der Lemniscate ohne MOhe entwiciseln, worauf wir hier nm so 
mehr verzichten mfissen, als wir vielleicht spfiter Gelegenheit nehmen wer- 
den, die Lemniscate onter einem allgemeineren Gesichtspunkte zu betrachten. 



Indem ich diese Betrachtungen einstweilen abbreche, bemerke ich noch, 
dafs es kein Befremden erregen darf, wenn hier ^nsammengehörige Curven, 
wie die Parabel und die Ellipse mittelst scheinbar ganz heterogener Ansdrfleke 
behandelt worden sind. Alle hier vorgebrachten Ansdrfleke von Kegelschnit- 
ten können auf eine gemeinsame Form gebracht werden, unter Welcher anch 
der im barycentrischen Calcfil behandelte Kegelschnitt -Ausdruck 

M^2BmX'\'Cnx^ 

enthalten ist. Vorläufig galt es nur, nach Aufstellung des Begriffs der isogo- 
nalen Verwandtschaft, dem Leser die einfachsten Ansdrfleke von Curven vor- 
zufahren, und zugleich gelegentlich an diesen Beispielen zu zeigen, dafs mittelst 
des Punktcalcflls schon in den ersten Auffingen Bemerkenswerthes geleistet 
werden kann. Eine voUstflndige, alle bei den Curven in Betracht kommenden 
Momente enthaltende Theorie kann erst dann aufgestellt werden, wenn die 
Lehre von den nicht isogonalen Verwandtschaften, welche auf den Funktionen 
zweier reellen Variabein beruhen, abgehandelt sein wird. 

Liegnitz, im Juni 1857. 
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u. 

lieber die Reduetion der zweiten Variation auf ihre 

einfachste Form. 

(Von Herrn A. Clehsch zu Berlin.) 



J^eit Jacobi durch seine im l?*^*" Bande dieses Journals erschienene 
Abhandlung Ober die zweite Variation der einfachen Integrale der Variations- 
rechnung neue Wege erschlofs, ist man vielfach damit beschäftigt gewesen, 
die dort gegebenen Resultate zu beweisen ; und noch kfirziich hat eine schöne 
Abhandlung von Hesse (dieses Journal Bd. 54, p. 227) die Darstellung dieser 
Speculationen zum Gegenstande gehabt. Indefs hat man bis jetzt, soviel ich 
weifs, nicht daran gedacht, den Resultaten Jacobis diejenige Allgemeinheit 
zu geben, welche zur Vervollständigung der erwähnten Theorie erforderlich 
ist. Die Arbeit Jacobis bezieht sich nur auf einfache Integrale, bei welchen 
in die zu integrirende Function eine einzige abhängige Veränderliche eingeht. 
Die nothwendige Verallgemeinerung dieser Resultate wurde einerseits viel- 
fache Integrale in den Bereich ihrer Betrachtung ziehen, andrerseits den Fall 
einer gröfseren Anzahl abhängiger Variabein berflcksichligen. Sie wfirde sich 
endlich mit dem Einflüsse zo beschäftigen haben, welchen Bedingungsgleichun- 
gen zwischen den gesuchten Functionen auf die Gestaltung der zweiten Va- 
riation ausflben. Die folgenden Betrachtungen haben den Zweck, in diesen 
Richtungen einen Schritt weiter zu fflhre^. Ich werde zunächst einfache In- 
tegrale betrachten, mit einer beliebigen Anzahl abhängiger Variabein unter 
dem Integralzeichen, und begleitet von einer beliebigen Anzahl von Bedin- 
gungsgleichungen; ich werde dabei zunächst voraussetzen, dafs nur die ersten 
Ableitungen der abhängigen Variabein in den Bedingungsgleichungen und unter 
dem Integralzeichen vorkommen, so aber, dafs in die Bedingnngsgleichungen 
Variable eingeben können, welche die zu integrirende Function nicht enthält, und 
umgekehrt. Man wird sehen, wie hiedurch auch die allgemeine Aufgabe gelöst ist: 
Die zweite Variation eines einfachen Integrals, welches eine beliebige 
Anzahl abhängiger Variabein und beliebige Differentialquotienten der^ 
selben enthält j zwischen welchen eine beliebige Anzahl von Bedingungen 
gegeben ist, auf die kleinste Zahl von Variationen zurückzufahren. 
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Ein kleiner Abschnitt endlich wird sich mit der zweiten Variation viel- 
facher Integrale beschäftigen, unter der Yoranssetznng, dafs nur eine einzige 
abhangige Variable und nur die ersten Ableitungen derselben in die zu in- 
tegrirende Function eingehen. 

Derjenige Abschnitt der Variationsrechnung, welcher sich mit der zwei- 
ten Variation der einfachen Integrale beschäftigt, darf somit als, in den Um- 
rissen wenigstens, vollständig dargestellt betrachtet werden. Die Kriterien 
des Maximums und Minimums kommen zurflck auf die Betrachtung einer ge- 
gebenen Function zweiter Ordnung, welche innerhalb der Grenzen weder ihr 
Zeichen ändern noch verschwinden darf; und auf die Betrachtung einer ge- 
wissen, aus partikulären Integralen der isoperimetrischen Gleichungen zusam- 
mengesetzten Determinante, welche innerhalb der Grenzen niemals yerschwin- 
den darf. 

Die Behandlung vielfacher Integrale, abgesehen von dem betrachteten 
Falle, scheint noch grofsen Schwierigkeiten zu unterliegen^). 

§. 1. 
Es bezeichne f eine Function der Functionen yi, y,) • • • Yn and 
ihrer ersten Differentialquotienten nach x, so wie der Gröfse x selbst; die 
Function, zwischen den Werthen x=a und ar=d integrirt, soll ein Maximum 
oder Minimum werden. Die Functionen y seien in ihrer Unabhängigkeit von 
einander beschränkt durch die Gleichungen 

(1.) yi = 0, ^2 = 0, . . . yx = 0, 
welche die Functionen y und deren erste Ableitungen enthalten; ohne dafs 
dabei die Beschränkung hinzugefügt werden soll, dafs nicht in einigen der ip, 

oder selbst in f gewisse der y und -j- ganz fehlen könnten. Man bemerkt 

übrigens leicht, dafs Bedingungen, wie sie bei den isoperimetrischen Pro- 
blemen vorkommen, welche erfordern, dafs ein gewisses anderes Integral 
einen gegebenen Werth habe, auf den Gang der folgenden Untersuchungen 
keinen wesentlichen Einflufs haben und daher fibergangen werden können. 

Man behandelt das vorliegende Problem nach dem Vorgange von La* 
grange bekanntlich so, dafs man den Ausdruck 

(3.) V =f{f+X,ipx + l2V2+'-)dx 



*) Gegenwärttig, zur Zeit des Drucks der vorliegenden Abhandlung, ist es mir ge- 
langen, diese Schwierigkeiten zu fiberwinden, und es wird eine spatere, bereits vollendete 
Abhandlung die Ausdehnung dieser Transformation auf vielfache Integrale zum Gegen- 
stande haben. 
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in Besag auf die in / eingehenden y zn einem Hinirnnm macht, wo die 1 
gewisse Fnnctionen von x sind. Das Verschwinden der ersten Variation von V 
giebt dann die Gleichangen: 




dx dx dx 

(3.) /ör.^'^^ «r.^ ''^\d±x7 d^ d^ 

^ dx dx dx 

' dx dx dx 

weiche zasammen mit den Gleichangen (1.) hinreichen, am die y ond die X 
zu bestimmen, ^so .wie gewisse Gleichangen, welche znr Bestimmong der 
Integrationsconstanten dieaen. 

Um aber zo entscheiden, ob die gefandenen Werthe der y das In- 
Jegr^I ^ wirklich zn einem Minimam oder Maximum machen, ist es nölhig 
dip zweite Variation zu untersuchen. Setzt man in dem Integral V an die 

Stella ve|i ^1, j}, ... die Ausdrficke yi-f~^>^M Xs-f ^^2 ^'^-^ ^^ ^'^ ^ 
beliebige Fanclionen von x, /^ aber eioe sehr l^leine Zahl bedeutet, so geht 
V über in 

und nach dem Vorigen werden die y so bestimmt, dafs F| verschwindet. 
Es mufs dann, damit ein Minimam eintrete, Fo ffir alle beliebigen Functio- 
nen t^ positiv, damit ein Maximum eintrete, fOr alle negativ sein; mit einem 
Worte, das Vorzeichen von Fj ist zu discutiren. 

Es bai aoer V^ die Gestalt 

(40 F2 ^f'Fdx, 

a 

WO F ebenso aus /"-f ^i9^i4~^9^3*** entsteht, wie Fj aus F; so dafs sich 
also JF als eine homogene Function zweiter Ordnung der w und ihrer ersten 
Differentialquotienten darstellt. 

Kann man nun, wie dies in der That möglich ist, durch partielle In- 
tegration die Function F in F, zarflckfahren auf eine andere Function zweiter 
Ordnung mit nur n Argumenten, welche sich als lineare Functionen der w 
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und ihrer DifferentialqQotienten darstellen, oAmlich auf die Function 

(5.) 2F = CaFrH^»"?+2c„FF,ir, + ... + c,,iri, 

so haben die Functionen VF vollständig dieselbe Wilikärlichkeit wie die Functio- 
nen Wf und wenn man den w jeden beliebigen Werth beilegen konnte, so 
kann man bei den W dasselbe thun. Man hat also dann nur das Integral 

F, =ßYdx 

a 

m untersuchen, oder mit anderh Worten, das Zeichen der Function F inner- 
halb der gegebenen Grenzen a, b, und för beliebige Argumente* W. In der 
That, man kann dann nach bekannten Methoden stets F in ein Aggregat von 
Quadraten zerlegen, dessen Argumente abermals, statt der FF, als unabhängige 
willkflrUche Functionen betrachtet werden können ; und damit F, stets positiv 
oder stets negativ sei, ist es nölhig und hinreichend, dafs die Coefficienten 
der Quadrate sämmtHch dasselbe Zeichen haben; wäre einer derselben fflr 
einen gewissen Werth von x entgegengesetzten Zeichens, so brauchte man 
nur die Argumente simmüich verschwinden zu lassen, his auf das ent- 
sprechende, und diesem fflr diesen bestimmten Werth von ar einen gewissen 
Werth beizulegen, um dem ganzen Integral F, das entgegengesetzte Zeichen 
zo geben. 

Lassen wir fflr den Augenblick die Beziehung unserer Betrachtungen 
zu den Problemen des Maximums und Minimums ganz bei Seite, so kommt 
also die Aufgabe allein auf die Aufstellung der Function F hinaus. 

Aber die w sind nicht vollständig von einander unabhängig; es be- 
stehen nämlich zwischen ihnen die aus den Gleichungen (1.) hervorgehenden 
Relationen : 

äx ix 

dx dx 

Es ist daher nicht nöthig, dafs F unmittelbar die Gestalt annehme 

wie im Vorigen vorausgesetzt wurde; sondern es kann noch eine lineare 
Function der 4» hinzutreten, deren Coefficienten wiederum lineare Functionen 
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der IT sind; es kann also werden: 

(7.) F=F + ^+!P,*x+iF.*,+ --- 
WO die !P von der Form sind: 

(8.) • W, = Cf^ w,+ C^'\a,+ . . . + CH'w^ . 

Da es aber darauf ankommt, in der transformirten Function F die fV 
unmittelbar statt der w gebrauchen zu können, so mQssen auch die Bedin- 
gungsgleichungen (6.) in lineare Bedingungen zwischen den W flbergehen; 
d. h. es mufs sein: 

(9.) *i = Li'^ W, + Li'^ W, + . . . i.1^'^ W^ . 

Endlich, da die Function F aus F durch partielle Integration entstan- 
den sein soll, und also die Glieder, welche die Producte der DilTerentialquo- 
tienlen enthalten, sich nicht verändert haben können, müssen die fV die 
Gestalt haben: 

(10.) nr= -g + af ti^x+ttf ^•, + ...«!i''>w;„. 

Die Aufgabe ist nunmehr vollständig abgegrftnzt, und läfst sich so aus- 
sprechen : 

Die Function F, welche homogen und zweiter Ordnung ist in Be^ 

zug auf die 2n Gröfsen w^^ 1^2, ..., -^, -j^, . . ., soll in drei 

Theile zerlegt werden, deren einer eine hotnogene Function F zwei'^ 
ter Ordnung ?nit den Argumenten (10.) ist, deren zweiter der coli-- 
ständige Differentialquotient einer homogenen Function zweiler Ord* 
nung der w ist, und deren dritter endlich eine lineare Function von 
X gegebenen linearen Ausdrücken (ßJ) der w und ihrer Differential- 
quotienten ist; während diese Ausdrücke selbst in lineare Functionen 
der Argumente W übergehen. 

Die Unbekannten des Problems sind die ^'^"' Coefficienten von B, 

die fi^ Coefficienten o., welche in die W eingehen, die n.y. Coefficienten C 

in (8.), und die nv. Coefficienten It in (9.); zusammen ^^"*1 — i— ^ unbekannte 
Gröfsen. Die Coefficienten in F sind als solche kaum zu rechnen, da sie un- 
mittelbar den Coefficienten der Produkte -7-^-3-^ gleich werden. Es sind 

«jT ax ^ 

aber dann vermöge der Gleichung (7.) noch ^ J^'t" ii^IL. -== JtLixJ ^ 
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und wegen der Gleichungen (9.) 2n.y. Gleichungen zu erfollen. Die Zahl der 
Gleichungen ist also der Zahl der unbestimmten Gröfsen genau gleich, und 
die Aufgabe daher im allgemeinen möglich. 

Unter den Gleichungen, welche aus (7.) entstehen, sind ^'2 ^'^" 

ferentialgleichungen erster Ordnung. Die Aufgabe führt also ^*'^ willkür- 
liche Constanten mit sich. 

§. 2. 

Die Bestimmung der Functionen F^ B, V, W hängt mit den Glei- 
chungen (3.) aufs Genaueste zusammen, ebenso wie das Entsprechende bei 
einem Integrale, welches nur eine abhängige Variable enthält, lange bekannt 
ist. Dieser Zusammenhang soll nun dargestellt werden. 

Sei c eine der Constanten, welche die Integration der Gleichungen (S.)? 
(1.) im Aligemeinen mit sich führt, und sei 

(11.) ^ = «., ^ = ^,. 

Dann gehen die Gleichungen (3.), (1.), nach c differentiirt, in die folgenden 
beiden Systeme Ober: 



5Ä d dSi 



du^ dx ^ du 



9 



d 



dx 
dSi d dSi 



(12.) Z^*'« ^-^ a^ ' 

dx 



dSi d dSi 



dUn dx psdUn ' 

dx 



du 



wo il diejenige homogene Function zweiter Ordnung der [i, u, -j- ist? welche 

entsteht, sobald in dem Ausdrucke /*-f'^i9x*f^9^2'l~ *" ^^ ^^^ Stelle von 
yi, ya, ... ^1, ^, •«• die Functionen 

treten, und in der Entwickelung nach Potenzen von e der Coefficient von b^ 
genommen wird; Gleichungen, welche man auch als einer Minimumsaufgabe 
angebörig betrachten kann. Setzt man statt der u die w, so geben die Glet- 

33* 
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changen (13.) in die Gleichungen (6.) aber; setzt man die fi, welche in 
diese Gleichungen nicht eingehen, zugleich Null, so verwandelt sich Si in JP. 
Die Gleichungen (12.) ? (13.) bilden ein System von Differentialglei- 
chungen, dessen allgemeine Lösungen die Gestalt haben 

(14.) «, = ^r^, /*. = ^y§-, 

WO die Summe fiber alle 2n Constanten c auszudehnen ist*), und die y 
ebensoviel neue Integrationsconstanlen bedeuten. 

Durch verschiedene Wahl der y kann man beliebig Systeme der u, fi 
bestimmen. Es soll im folgenden mit n verschiedenen solcher Systeme gleich- 
zeitig operirt werden; und dieselben sollen durch obere Indices 1, 2, ... n 
unterschieden werden. 

Es gilt zunächst der Satz: 
dafs für irgend zwei Systeme 



der Auedruck 



«i'> ^' ... ^r> fA"" 



... 






dx dx ds 



dx dx dx 

einer Constanten gleich wird. 
In der. That, nach den bekannten Eigenschaften der homogenen Fanctionen 
zweiter Ordnung, verändert sich der Ausdruck 

fi) aa , (I) dSi , (0 dsi , rf«*f dsi , M^ aa 



u 



a — r— a 



. • . 



dx dx 

^^' dfi['^ ^^^ afi^^ ^ 

nicht, wenn man die Indices t und r vertauscht. Zugleich verscbwinden 



*) Das System der Gleichungen (l.)» (3.) glebt in der That nur 2n Constanien. 
Denn differentiirt man die Gleichungen (1.) nach x, so bilden diese, wie man Iddil 
ilehly mit (3.) ein System, welches 2it-f x Constanten verlangt. Die Gleichungen (1.) 
sind aber x Integrale dieses Systems, deren Constanten den particularen Werth Null er- 
halten haben. Es bleiben also für die Gleichungen (1.), (3.) nur 2h Constanien fibiif. 
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aber nach (13.) die Coefficienten der /i, und nach (12.) wird das Uebrige 
ein vollständiges Differential, indem man —^^ etc. durch -^f — TTT" i ®*^* ®^" 

setzen kann. Man hat also die Gleichong: . 




ä i„a> dSi . „(.-, dSi 



. • • 



d-A- d 



. . . 



äx dx 

l dx dx 

I 

Durch Integralion folgt hieraus unmittelbar der obige Satz. 

Betrachten wir nun genauer diejenigen partikularen Systeme der u, fi, 
bei welchen diese Integrationsconstante gleich Null wird. Da fflr diese Systeme 

so kann man immer ^*'^*"^ Funktion /?,> so bestimmen, dafs 

dSi 



. • . 



(15.) / ^d^ 

dx 



/?U«r + /5«<+-An«i" 



^ ßn<-\-ßr^<' + "'ßu^ 



Wj /a „(r) 



dSi 



du^:^ 

d 



/5,.«r+/?^<H-/J-»«i'\ 



i/x 



WO ßi^sszß^f. Denn die — ^-r — Beziehungen, welche nOthig sind, damit 

n w+l 
die ' J' Gröfsen ß den n^ Gleichungen (15.) genügen ktanen, sind eben 

die — ^-^ — Gleichungen (14.)9 welche, wie man unmittelbar sieht, durch die 

Gleichungen (15.), welches auch die Werthe der ß seien, identisch erffillt 
werden. 
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Differeotiirt man nao die Gleichungen (15.) mit Rficksicht «af die 
Gleichungen (12.)^ so erhält man ferner: 

(16.) < dul'^ dx ' ^ dx • ^ ^' '- rfj i^' " rfj ' 






• • • • 



£s ist eine merkwürdige Eigenschaft dieses Systems, dafs sich aus den 
Gleichungen (15.), (16.) die u und fi vollständig eliminiren lassen, so dafs man 

ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung fär die "" ' - Gröfsen ß 
erhält. Die Funktion i2 nämlich hat die folgende Gesldlt: 

2i2 = «u«H-«Kw5+2a«tti«2 4- ••««»«« 

(17.) < +2^(*r'«i + *J'^«» + -*>-)+- 

WO die Summe j9 sich auf die x verschiedenen Systeme der fi^ p, q bezieht. 
Bestimmen wir also n^ Gröfsen a, welche den Gleichungen genügen: 



du\ 



(O 



dx 



^(i)^(O I ^(1) ^Xr) , (l) (t) 



(18.) ( i/o; 



^*V /.C2)^(r) , (2) (r) , ^C2)^/r) 

= «1 Hl -}- o, ti. -4- • • • a„ tl, , 



rfu^/> 



«1 fl| -f- «2 «2 i «„ ll„ , 



dx 
und ;^.it Gröfsen Mr, welche den Gleichungen genfigen: 



i4, € leb seh, Reduciion der zweiten Variation, 263 

M ^ < At^' -= ^. <' i ^^ «^'' + • • • ^- «- 

SO stellen sich die Gleichungen (15.) 9 (16.) als lineare Funktionen der u, 
gleich Null gesetzt, dar; und wenn man also die Coefficienten dieser u ver- 
schwinden iäfst, wird aus (15.)* 

(20.) l *'•''+ ^^* «'•*' + ^- «^'' + • • • ^^'^ "^"' + *'^^ ^'' = '^'•^ ' 
während ganz ebenso aus (16.) die Gleichungen hervorgehen: 

au + (*r «r' + *r «r^ + • • • *r ' «r) + «/».• m, 

"- J ^ = -^--f- (/:?.-,«, -f-/?,-2«2 +•••)» 



Bemerken wir noch, dafs aus den Gleichungen (13.) 9 d. h. aus der 
Gleichung 

(22.) /..«r'+^,tt^'' + ...4-y.-^ + y,-^ + ... = 0, 

welche n.x Gleichuogen darstellt, mit Hülfe der GleicboDgen (18.) hervor- 
geht : 

== /?, -f y, ai" -|- yj «r^ -j y„ «1"^ . 

Ol (1) I W I (1) 
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80 sieht man, dafs die n^ Gleichongen (20.) and die n.x Gleichungen (23.) 
genQgen, um die Functionen M und a ohne flOlfe der /jl und u durch die ß aus- 
zudrQcken. Denkt man sich alsdann diese Werthe in (21.) eingefflhrt, so er- 
hilt man Differentialgleichungen erster Ordnung fOr die ß selbst. 

Es ist auch leicht die Gleichungen (21.) so umzugestalten, dafs sie 
sich unmittelbar^ wie es nöthig ist, auf ^*'^* ' Gleichungen reduciren. Denn 

man braucht nur die Gleichungen (20.) mit a^^\ a^r\ • • • ^r"^ ^^ multipliciren, 
und von der r**" Gleichung (21.) abzuziehen, indem man die Gleichungen (23.) 
berQcksichtigt, um die für t und r symmetrische Gleichung zu erhalten: 

(24.) a,r-S^:S„c^a^''a'r^8{p:M,-^PrM0 = ^, 

welche die ^^'^ g^^^chten Gleichungen darstellt. 

Da sich die a und ilf als lineare Functionen der ß darstellen, so erhAlt man 

also -4^ ausgedrückt durch eine bis zur zweiten Ordnung ansteigende Function 

zweiter Ordnung der ß. Die Lösungen dieser Gleichungen aber erhilt man, wenn 
man aus (20.) die ß durch die ilf und a, diese selbst aber aus (18.), (19.) 
durch jene particularen Lösungen der Gleichungen (12.) ? (13.) ausdrOckt, 
welche den Bedingungsgleichungen (14.) genügen. Man kann dies auch als 
Eigenschaft des particularen Systems in folgendem Theorem aussprechen: 

Die Beslmmung dee particularen Syetetns der v? Gröfeen u führt 

auf die Lösung eines Systems von ^'^ Differentialgleichungen 

erster Ordnung (24.), nach dessen Auflösung n gelrennte Syslemm 
von je n Differentialgleichungen (18.) zu behandeln sind. 

§. 3. 
Die Gleichungen (24.) aber sind es. welche zugleich das in §. 1 vor- 
gelegte Problem absolviren. 

Multipliciren wir die Gleichungen (24.) mit WiW^ und summiren nach 
f und r, so finden wir: 

(25.) 2,2,airW,Wr-2^S,c^o{a^^^w,'\'cl^^^w^^.*^)^^^^^ 




(26.) 
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Die Gleichungen (20.) geben sogleich: 

Nimmt man nun noch die identische Gleichang hinzn: 
(27.) ^^iS-^Cv-^-^^ S^2„c^^-1.—. = 

and addirt die Gleichungen (25.), (26.), (27.), so erhalt man aus den er- 
sten Gliedern der linken Seite gerade die Function F, und es wird: 

(28.) 2F- 2^ 2„ e,„ W^ W, 

wo der Kärze wegen gesetzt ist: 

(29.) FF, = -^ - (a;^> to, + a?> ti;, + • • • «„^^ m^J. 

Die Gleichung (28.) stimmt, wie man sieht, mit der Gleichung (7.) genau 
Qberein, sobald man setzt: 

denn der Ausdruck 4^> welcher aus einer Bedingungsgleichung (p entstand^ 
wenn man fOr die y; den Ausdruck yi'\-^W{ setzte und den Coefficienten 
von^ c nahm, ist offenbar kein anderer als: 

Aber diese Function 4> sollte sich nach (9.) als lineare Function der W 
darstellen. Nun braucht man endlich nur noch die Gleichungen (23.), (18.) 
zu beachten, um sogleich zu sehen, dafs 4> die Gestalt annimmt: 

(32.) * = qiW,'\-g2W2i^^''q,Wn = 0. 
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Man hat demnach folgendes Theorem bewiesen: 

Die zweite Variation j Fdx läfst sich immer zurückführen auf die 

Form jY dx, wo F diejenige Function ist, welche aus den Termen 

höchster Ordnung in F hervorgeht, wenn man darin die Differential" 
quotienten der w durch neue Functionen W ersetzt. Zwischen 
diesen IV bestehen dann noch lineare Beziehungen (33.) in gleicher 
Zahl mit den vorhandenen Bedingungsgleichungen, während sie 
übrigens willkürlich sind. 

Die Untersuchang des Vorzeichens der zweiten Variation ist so auf 
die Unlersnchung des Zeichens einer homogenen Function zweiter Ordnung 
zurflckgefflhrt, zwischen deren Argumenten gewisse lineare Beziehungen ob- 
walten. 

Die neuen Argumente W drflcken sich vermittelst der ursprflnglichen 
w und unserer particularen Integrale in Determinantenform aus. Es wird 
nämlich aus (18.), (29.): 



(31.) W, 






äwt 



äx 



d^ 



0) 



dx 



du 



(2) 



dx 



Wi 



«r^ 



(2) 
«1 



W2 



t^' 






« • • 



W, 



. • 



u 



(1) 



... 



u 



(2) 



dx * 



u 



w 



. • 



u 



(••) 



wo R die Determinante der Functionen u bezeichnet. Aus dieser Form sieht 
man, dafs für die Anwendbarkeit der vorliegenden Transformation die Be- 
dingung auftritt : dafs sich die in den u enthaltenen willkürlichen Constan^ 
ten so müssen bestimmen lassen, dafs R innerhalb der Grenzen nicht ver^ 
schwindet, wenn nicht zugleich sdmmtliche Zähler der W verschwinden. 

§* 4. 

Die in dem Vorigen angestellten Betrachtungen lassen sich nun un- 
mittelbar auf diejenigen Integrale ausdehnen, welche nicht blos die ersten, 
sondern beliebig hohe Differentialquotienten der abhingigen Functionen unter 
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dem Integralzeicben enthalten. Denn setzen wir: 

n^^ i&l _ v^*) ^ _ ^ _ v^»^ fite 

^"^^'j 17— y' ' dp—17—y' ®*^-' 

so können wir annehmen, dafs die Function anter dem Integralzeichen nur 
die y selbst und ihre ersten Differentialquotienten enthalte, während die Glei- 
chungen (32.) als Bedingungsgleichungen hinzutreten. Und so können wir 
wenigstens zu einer Reduction die obigen Betrachtungen anwenden. Es zeigt 
sich aber, dafs diese Reduction bereits alles Erforderliche leistet. 

An die Stelle der u treten in diesem Falle die y mit ihren sämmt- 
liehen Differentialquotienten, bis zu dem zweithöchsten, welcher vorkommt. 
Betrachten wir also den Ausdruck W^ in (31.), so sehen wir, dafs er wegen 

Gleichheit zweier Vertikalreihen identisch verschwindet, wenn nicht -^ den 

höchsten, w^ selbst den zweithöchsten Differentialquotienten eines / reprS- 
sentirt. Wir sehen also, dafs die neue Function F, da ein grofser Theil ihrer 
Argumente verschwindet, sich reducirt auf eine homogene Function zweiter 
Ordnung der flbrig bleibenden n Argumente W, während die Coefficienten 
dieselben sind , welche sich in der Function F in die zweiten Dimensionen 
der jedesmaligen höchsten Differentialquotienten multiplicirt finden. Zwischen 
den Argumenten aber bestehen noch die den Gleichungen (32.) entsprechen- 
den, die von etwaigen Bedingungsgleichungen herrühren. 

Sind die höchsten vorkommenden Differentialquotienten respective die 
r/*", r,**", etc. r^*'% so bedarf man 

verschiedener Systeme der den u entsprechenden Functionen, welche sich hier 
aus den Gröfsen 

d d'yi 
de dx^ 

auf lineare Weise zusammensetzen. Die Art und Weise wie man diese Systeme 
zu partiknlarisiren hat, ergiebt sich unmittelbar aus den Gleichungen (14.). 

Als ein Beispiel ergiebt sich der von Jacobi bebandelte Fall. In der 
That, sei das Integral gegeben: 

(83.) r=/V(r,&,...^.0>, 

a 

so kann man dasselbe zurfickfahren auf das folgende: 

34» 
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(34.) v=/*j/'(r,r.,...y„„%!) 

+*.(^-y.)+».(^-y.)+-»"(%^-y-)!<^' 

WO die y als verschiedene Variable zn betrachten sind, die den Gleichnn- 
gen unterliegen: 

Die Gleichungen , welche die erste Variation von V verschwinden 

machen, sind nunmehr: 

df _ dX, 



(36.) 



öy^ rfa: 

J£ , __ rf ( a/- 

aas denen auch dnrch Elimination der %. anmittelbar flie Gleichong hervorgeht : 

welches die gewöhnliche Form ist. 

Ist non e eine der 2n Integrationsconstanten der Gleichungen (36.)) nnd 

(38.) •», = sr^, ^ ^ ^r^, 

so folgen aus (35.), (36.) die Gleichungen: 

dF dfi, du 

du ~ rfjT ' lÜT ^ •»» 






(39.) 



^f „ ift—t du^i 

BP _ rf I af 
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wo nämlicb 

(40.) 2F = |¥«H2^^«i«+l?«H- + 



rfa„_i\* 



t)y • dydy^ "»" ' ö/J "* ' ' ^ rfr—t ^ 



-öl (L^ 

dx dx 



) 



gesetzt worden. 

Zwischen n verschiedenen Systemen aif^ juf^ bestehen dann ^*'^~ 
Delationen, welche in der Gleichung enthalten sind: 



(41.) 



,rM ^O-"^ I ,,(» g^<^> I , „CA) ÖÄ(^) 



</x 









£/j: 






Const. , 



dx 



dx 



'^ü^lzl — u ^ 




Const. 



wenn 

(42.) n = F+^,(^-«,)+A^(^-ii,)+...^,_,( 

und welche In diesem speciellen Falle die folgenden werden: 

(48.) /«" V!" + «f vr + • • • «Äi-ü. + »a -fS-V 

Fflr das gesuchte partikulare System hat man nur Const. = zu setzen. 

Dann sind die 2n^ Constanten der u auf ^'^ zurflckgef Qhrt ; und nunmehr 

können wir aus den früheren Betrachtungen die neue Form der zweiten Va«- 
riatlon unmittelbar hinschreiben, nfimlich: 



(44.) 



, / ^ B*f W 



dx 



\r 



B*f 






•^^fe. 



wo 



(45.) B 






«<*> «r «a 



(1) 



«m »r «r 



• • • 



• • • 






«<"> tti"' 



«5"^ 



• • • 



»«-1 



mW 


rfuW 
rfttP) 

Ab*« 


rf— 1 „(1) 




dx--' 


t((") 




l/n-l y(n) 


l/x'— * 
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(46.) JV 



w 


IT, 


W2 • • 

II2 • • 


dWn^l 

dx 


dx 


«(-) 






n 

dx 



w 

„(1) 


dw 

dx 

duW 

dx 


d*w 
dx* " 

d*uW 
dx* ' ' 


d'w 


dx' 
d" «(») 


dx" 


„(«) 


dx 


dx* 


rf-uC»»} 


dx'' 



was die gewöhnliche Form ist. 



§. 5. 



Ich wende mich nun zu der Betrachtung eines nfachen Integrals mit 
Einer abhängigen Variable. Sei also: 

(47.) V =/'"V(r> ^» ^' • • • fe' ^M . . •)äx, dx,...dx„. 

Die Aufgabe, V zu einem Hinimom zu machen, erfordert zunächst das Ver~ 
schwinden der ersten Variation, welches die bekannte partielle Differential- 
gleichong giebt: 



(4a) 



K 

dy 



K 



^x^ n dy 



-+ 



df 



öj"t Q dy 



+ 



• • • 



df 



Bxh q dy 



dX| dx, dxn 

Die zweite Variation aber, d. h. der Coeffieient von ^ in der Ent- 
wickelang des Ausdrucks von V, wenn statt y darin y-\-fw gesetzt wird, 
nimmt dann die Gestalt an: 

(49.) 2F, 

wo: 

(49 a.) a„, = SL, a^ = - 



d*f 



dyd-i 



dy ' 



ni 



öY 



dx^ 



dXi 9x, 



etc. 
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Es ist die Aufgabe den Ausdruck V^ auf eine möglichst wenig um- 
fangreiche Form zu reduciren, wozu die partielle Integration das Mittel bietet. 

Man kann die Function f, welche unter dem Integralzeichen von F, 
steht, und welche wir 2F nennen wollen, immer unter der folgenden Gestalt 
darstellen : 

(50.) 2F=j^-^j + a.(^-;^j+3«.^^ + ...(m 

wo m, Vi, r2, ... v„ zn bestimineiide Functionen sind. Da nun die letzten 
Glieder sämmtlich einmal integrirt* werden können, so reducirt sich dann der 
ein nfaches Integral enthaltende Theil von Fj, der ans hier allein in- 
teressirt, auf 

(51.) (FO 






m^ dxidx^... dxn. 



also wiederum auf das Aggregat der höchsten Terme mit verfindertem Argument. 
Diese Reduction geschieht wiederum mit Hfllfe der Differentialgleichung (48.). 
genau so wie bei einfachen Integralen. 

In der That, wenn man die Gleichungen aufsucht, welche in der Glei- 
chang (50.) enthalten sind, so werden dies folgende: 

i / dm i öm , 5m\ , ^ 

(52.)^'^*'= ''mV*''d7,+'^'di:-^""'-'WirJ-T''^ 

1 / dm I Sm , _ dm\ , ^ 



^1 



1 / dm I dm . dm\ , ^ 



Wenn man nun die v mit Hfllfe der letzten Gleichungen aus der ersten eli- 
minirt, so verschwinden zugleich die zweiten Dimensionen der Differential- 
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quotienten von m, und man erhAlt einfach: 

(53.) „(^-^_:^...-^) 

'S," d / dm , dm , dm \ 

Wie erhalten aber dieselbe Gleichung auch, wenn wir die Gleichung (48.) 
nach irgend einer darin enthallenen Integrationsconstante c differeniiiren und dann 

de 

setzen. Der allgemeine Werth von m hat also die Form: 

(54.) m = JSy-^, 

WO die Summe auszudehnen ist Ober alle Integrationsconstanten e^ und wo 
die y neue Constanten bedeuten. 

Die Constanten c in ihrer Gesammtheit bilden die ganze in der Function 
y .auftretende Willkflrlichkeit, und dieselbe wird im Allgemeinen derjenigen 
Unbestimmtheit gleichkommen, welche durch zwei willkürliche Functionen von 
je n— 1 Argumenten bedingt wird. Da indefs Ober die Art und Weise, wie 
diese Willkfirlichkejten in der Lösung einer partiellen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung auftreten, nichts bekannt ist, so steht ebensowenig etwas Ober 
die Rolle fest, welche die Constanten y in der Function m spielen. Enthfilt 
y eine wiilkflrliche Funktion IT, mit beliebigen Differentialquotienten II' etc. 
derselben, welche also einen Theil der Constanten c in sich vereinigt, so geht 
der entsprechende Theil von m Ober in 

wo die £2' wieder die Ableitungen der neuen willkflrlichen Function S2 sind, 
wie n' die Abieitnngen von II, und wo die Function i2 dieselben Argumente 
wie 77 selber enthalt. 

Die Grenzen des Integrals mflssen so eingeschränkt werden, dafs man 
im Stande ist, die Constanten / in einer Weise zu bestimmen, welche die 
Function m innerhalb der Grenzen niemals verschwinden Ififst, da sonst die 
zu integrirende Function durch das Unendliche gehen würde. Man kann den 
Sinn dieser Bedingung an dem folgenden Beispiele verdeutlichen. 

Es sei it = 2. Dann können wir y als die dritte Coordinate eines 
Punktes betrachten, dessen andere Coordinaten ^i, 0^2 sind. Das Integral 
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ist auszudehnen Ober die Projection eines Theils einer OberflAche, welche durch 
die Gleichung: 

ausgedruckt ist, und fflr welche zwei Grenzcurven gegeben sein mögen, durch 
welche sie hindurchzugehen gezwungen ist. Irgend eine Oberflfiche, welche 
gleichfalls der Gleichung (48.) genfigt, und welche der obigen sehr nahe 
kommt, hat dann die Gleichung: 

r = A^i9^2,^i+«yn^2+«y2,.-.)^ 

wo eine sehr kleine Gröfse ist, und die y beliebige Constanten; oder, 
wenn man nach Potenzen von e entwickelt: 



r+-|n-^+n:^+-! 



Diese nAchste OberflAche kann sehr verschieden gewAhlt werden, da 
die Conslanten y sehr verschiedene Werthe erhalten können. Sie schneidet 
die erste OberflAche in einer Curve , welche durch die Glrichungen darge- 
stellt ist: 

und welche im Allgemeinen zum Theil innerhalb, zum Tbeil aufserhalb des- 
jenigen OberflAchentheils liegen wird. Aber welchen die Integration sich aus- 
dehnt. Damit nun das Integral V^ einen Sinn habe, ist es nöthig, dafs es 
eine Combination der y gebe, ffir welche der Ausdruck: 

innerhalb des bezeichneten Raumes niemals versehwinde; d. h. es mufs unter 
allen möglichen nAchsten OberflAchen wenigstens üne geben, deren Schnitt- 
curve mit der betrachteten OberflAche ganz aufserhalb des Raumes der In- 
tegration liegt. 

Berlin, den 5. November 1857. 
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15. 

£ine Bemerkung über Integration linearer Difie< 

rentialgleichungen, 

(VoB Herrn J. Weäer za Mannheim.) 



[Schon Euler hat gezeigt, dafs man der linearen Differtfntialgleichnng: 

ä^Vdu, wo V eine Function von u ist, 

und die Integrationsgrenzen ti| und tr^ von x unabhfingig sind. Nimmt man 
abkarzend: 

so findet man den Wertii: 

und die Integrationsgrenzen u^ und 1I2 sind die Wurzeln u der quadratischen 
Gleichung Ui = 0. Um das allgemeine Integral der linearen Differential- 
gleichung darzustellen , bedarf man zwei verschiedener besonderer Integrale. 
Man findet ein zweites in der Form y = {a2'\'b%x)y'^^Väu. Denn setzt 

man y=s(a2-f ^2^)"^> ^^ S^^^ ^^ Differenlialgleiehung (L) Aber in: 

CIL) (a,-j-*ia?)«"+(2«*2+«i + *ia?)«' + (*i.» + «ü+*o«c)« = 0, 

und zur Bestimmang des Exponenten «i hat man die Gleichang: 

*l('»-l)+«i*.-«2*i «=0. 
Die neue Differentialgleichung aber liefert wie vorhin eine andre Form: 

Far den Fall 6^ = 0^62 — ^^i hat man its=0, und es ist einleuchtend, dafs 
dann jene beiden besonderen Integrale identisch sind. Ffir diesen Fall hat 
Herr Spitzer neulich im 54'**' Bande dieses Journals S. 280 ein zweites be* 
sonderes Integral in der Form: 

entwickelt, wo 17^ und V und die Integrationsgrenzen iti und u^ mit den 
fflr die erste Form gegebenen Werlhen fibereinstimmen. 
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Ich habe die Mittheilung des Herrn Spitzer mit meinen eigenen Re- 
sultaten in dem in Rede stehenden Theil der Integralrechnung verglichen, 
und bei dieser Gelegenheit sind denn einige allgemeine Betrachtungen und 
Erwfigungen in meiner Erinnerung wach geworden, welche, wie ich glaube, 
allen hierher gehörigen Untersuchungen zur Richtschnur dienen sollten. Wenn 
gleich dieselben nichts Neues enthalten, so dachte ich doch, es sei nicht ganz 
flberflfissig, bei Gelegenheit darauf zurflckzukommen, da vielleicht nicht fiber- 
all das gehörige Gewicht darauf gelegt wird. 

Man erinnere sich zunfichst, dafs das allgemeine Integral der linearen 
Differentialgleichung : 

worin T, Yi und Y2 beliebige Functionen von y sind, jedesmal die Form: 

hat, wo Zi und % besondere Integrale der linearen Differentialgleichung, Ci 
und C2 aber willkflrliche von y unabhingige Gröfsen sind. Daraus schliefst 
man, wenn irgend ein anderes besonderes Integral z^ vorliegt, dafs dann 
jedesmal die Gleichung: 

besteht, wo C| und C2 bestimmte von y unabhängige Gröfsen sind. Man 
könnte demnach die Integration jener Differentialgleichung als abgethan be- 
trachten, sobald einmal zwei besondere Integrale Zi und Z2 bekannt sind. 
Allein es giebt verschiedene Rficksichten, welche anch weiteren Untersuchun- 
gen Aber die Form des allgemeinen Integrals ein Interesse geben ; und diese 
Rficksichten ins besondere sind es, welche in den vorliegenden Zeilen her- 
vorzuheben beabsichtigt wurde. 

Es versteht sich, dafs man derjenigen Form des allgemeinen Integrals 
den Vorzug geben wird, in der die Gröfsen jt^i und % durch die möglichst 
einfachen Functionen von y ausgedrfickt sind. Man hat also einen Grund, 
noch weitere besondere Integrale aufzusuchen, wenn dadurch die beiden schon 
bekannten besonderen Integrale Zi und Z2 durch andere einfachere. Formen 
ersetzt werden können. Was nun die oben berfihrte Differentialgleichung: 

(fl, + *,ar)/' + (a, + *,a?)/+(au+6üa?)r = 
angeht, so erhfilt man, wenn 62 nicht gleich Null ist, dnrch einige -Transfor- 
mationen jedesmal die einfachere Gleichung: 

yz"'\'{y — a'^b)z' — az = 0, 

und diese liefert die beiden besonderen Integrale: 

35* 
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u 

y 
welche in allen Fällen ihre Goltigkeit behalten. Das von Herrn Spitzer auf- 
gestellte besondere Integral gilt aber nur so lange , als nicht 62 = ist; es 
entspricht hier der Bedingung a'\'b'\'i =0^ oder auch der Differential- 
gleichung: 

und zeigt sich also in der Form: 

(3.) «3 =yV"yu"«-Hii— l)«/(yii(ti — l))rfti. 

Doch glaube ich nicht, dafs ein Grund vorliegt, diese Form (3.) einer der 
beiden vorhin angegebenen vorzuziehen, welche fOr den Fall ii-|-6-|-l ==0 
durch : 

(1,) zi =y'er''u-'''\u — yydu (_fl>0) 



ü 

100 



(2,) Z2 = y «•" M-""' (M — yr du (a + 1 > 0) 

y 
dargestellt werden. 

Ich erwfihne hier noch eine andere Rflcissichl, welche Veranlassung 

giebt, mehr als ^wei besondere Integrale einer linearen Differentialgleichung 

der zweiten Ordnung aufzusuchen. Wenn nämlich drei solcher Functionen 

bekannt sind , so hat man jedesmal auch eine endliche Gleichung zwischen 

diesen drei Functionen; und wenn diese durch drei bestimmte Integrale ^i, 

Z2 und Zj sich ausdrücken, so ist durch jene endliche Gleichung: 

der Weg angedeutet, auf welchem man das eine von diesen bestimmten In- 
tegralen auf die beiden anderen zurOckfflhrt. Wie nun aber in dem vorlie- 
genden Falle die beiden von y unabhängigen Gröfsen Ci und C2 zu bestimmen 
sind, damit das bestimmte Integral z^ durch die beiden anderen in (1.) und 
(2.) gegebenen bestimmten Integrale berechnet werden kann, dies mag fflr 
jetzt dahin gestellt sein. 

Mannheim, im April 1858. 
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16. 

Theoreme sur les d^terminants gauehes. 

(Par M. A. Cayley.) 



al23|/?123 = 



LIans le memoire inlitule „Recherches uUerieures sur les determi- 
nants gancbes*\ ce Journal t. L. pp. 299 — 313 (1855), j*ai donoe une formule 
pour le developpement d'un determinant gaacbe borde; mais j'ai omis de re- 
marqaer an cas particulier assez important. La formule generale se rapporte 
ä un determinant tel que: 

aß, a\, a2, a3 
1/9, 11, 12, 13 
2ß, 21, 22, 23 
3/9, 31, 32, 33 
qne Ton oblient en bordant d'une maniere qaelconque la matrice gaacbe 

(11, 12, 13) 

21, 22, 23 

31, 32, 33 



On a par exemple: 



«1231/9123 



«12341/91234 



a/9.11.22.33 
-f-a/9.12.12.33 
-{-«/9.13.13.22 
-{-«/9.23.23.11 
-i-al./91.22.33 
-fa2./92.11.33 
-j-a3./93.11.22 
+ al23./9123 

a/9.11.22.33. 44 
-)-«/9. 12. 12.33.44 

+ 

-fa/91234.1234 

•J-01./91.22.33.44 

+ • 

-]-al23./9123.44 

+ 

-|-a234./9234.11 
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oü les expressioos a/912, a/913 etc. sont des Pfaffiens. Cela etant, le 
determinant forme en bordant d^une maniere quelconque une matrice gauche 
et symetriqne peat se nommer determinant gauche et symetriqne borde, et la 
formale fait voir qu^an determinant de cette espece se reduit toujoars au 
produit de deux Pfaffiens. En effel en ecrivant dans les exemples 11=22 
=33=44=0, on obtient: 



al23|/9123 = al23./9123 



al234|/91234 = a/91234.1234 

et de möme pour un determinant ganche et symötriqne borde quelconqne, 
snivant que I^ordre du determinant est pair on impair. Je remarque a propos 
de cela, que dans le cas d'un determinant d'ordre pair, le terme aß est mul- 
tiplie par un mineur prämier lequel (comme determinant gauche et symölrique 
d^ordre impair) se reduit a zero; le determinant ne contient donc pas ce 
terme aß, et sera par consequent fonction lineo-lineaire des quantites al, 
ai etc. et \ß, %ß etc.; de maniere qu'on ne saurait ötre surpris de voir ce 
determinant se presenter sous la forme d^un produit de deux facteurs, dont 
Tun est fonction lineaire de al, a2 etc. et Pautre fonction lineaire de \ß, 
2ß etc. Hais pour un determinant d^ordre impair, le coefficient du terrae aß 
ne se reduit pas a zero; en supposant donc que le determinant puisse s^ex- 
primer comme produit de deux facteurs, il est n^cessaire que Tun de ces 
facteurs seit (comme le determinant mdme) fonction lineaire de o/? et lineo- 
lineaire de al, a2 etc. et iß, 2ß etc.; de cette maniere on se rend compte 
de la difference de la forme des facteurs, qui a lieu dans les deux cas dont 
il s'agit. 

En ecrivant ß = a (ce qui implique aa = 0, car on suppose toujoars 
aß= — /?a) le determinant gauche et symelrique bordö se seduit a un de- 
terminant gauche et symitrique ordinaire, de plus le Pfaffien a/91234 se 
reduit a zero, et les 6quations deviennent: 

al23|al23 = (al23)' 



al234|al234 = 0; 

savoir, qnand Tordre est pair, le determinant se reduit au carri d'un Pfaffien, 
et quand l'ordre est impair, le determinant s'evanouit; ce qui est en effet la 
proprietö fondamentale des determinants gauches et symetriques. 

2 Stone Buildings, Londres, le 16 Nov. 1857. 
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17. 

lieber die binomische Reihe. 

(Von Herrn £. Heine zn Halle.) 



Iq den Comptes rendas der Pariser Akademie vom 26*"" Oclober 1857 
p. 641 behandelt Catalan die binomische Reihe : 

für ar=:+l, Qm eineLflcke zu ergänzen, die er in den geschätztesten Wer- 
ken bemerkt Iiat. Es scheint nach dieser Aeufserung nicht allgemein bekannt 
za sein, dafs derselbe Gegenstand bereits von Cauckjf in den Exercices T. I. 

£.8 behandelt, nnd dnrch Abel 's sehr allgemeine Untersnchongen über die 
inomische Reihe im P**" Bande dieses Journals oder Oeuvres completes T.I. 
p. 66 etc. vollständig erledigt ist. Die Methode dieser Autoren ist von der 
des Herrn Catalan durchaus verschieden; sie betrachten nicht das Restglied, 
sondern gehn auf dem Wege, auf dem man zu zeigen pflegt, dafs zwei Gleich- 
heiten noch für einen besondern Werth der Veränderlichen bestehen, welcher 
nrsprflnglich beim Beweise ausgeschlossen war. Unter diesen Umständen 
wird es erlaubt sein, an dieser Stelle auf jenen elementaren Gegenstand zu- 
rflckzukommen , und zusammenzustellen, was zum Beweise der Sätze nöthig 
ist. Da Abel den allgemeinsten Fall eines imaginären n im Auge hat, so 
habe ich hier, wo es sich um ein reelles n handelt, die allgemeine Unter- 
suchung dem speciellen Falle in der Art angepafst, wie es bereits seit einer 
Reihe von Jahren in meinen Vorlesungen geschieht. 

Da /'(or), wenn x<Cl ist, gleich dem positiven Werthe von (1-f ^r 
wird, 80 hat man nur zu untersuchen, ob in den Fällen, in welchen (l±ir 
einen Werth hat, die Reihe noch für x = ±i convergirL Denn eine nach 
X geordnete convergente Reihe ist eine continuirliche Function von or, ebenso 
vrie (l-f^r von x=z—i bis 07 = -!'^ 9 letztere mit Ausnahme des Falles, 
dafs x=: — 1 und zugleich n negativ ist, in welchem übrigens auch die Reihe 
divergiren wird. Man weifs aber, dafs wenn (p(x) und rp{x) zwei von x=^a 
bis x==b mit Einschlufs der Grenzen continuirliche Functionen sind, und 
wenn innerhalb der Grenzen die Gleichung ip{x)^=^tp{x) stattfindet, sie auch 
fikr die Grenzen besteht. 

Wir betrachten I. den Fall eines positiven n, und setzen 1) 0?=— 1. 
Die Summe von 2, 3, ... {p-^-i) Gliedern wird dann (wie Gau/s bemerkt) 
offenbar respective 

i~' O ^ • • • ^~*^ 073...P ' 

nimmt also mit wachsendem p fortwährend ab. Die unendliche Reihe hat 
also eine Summe, und diese ist daher (1— l)" = p. 
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Wegen eines spiteren Falles erwähne ich die Folgerung , dafs jenes 
summatorische Glied zur Grenze convergirt, dafs daher *^v»»~ /'"V»*— P-h ; 

far p = oo noch verschwindet, wenn m negativ und kleiner als 1 ist 

Ist 2) 07 = -f~ ^ 9 ^^ convergirt f{x) sicher, da die Glieder dieselben 
ZaUwerlhe wie im ersten Fall« haben, und die Zeichen von der Stelle an 
abwechseln, von welcher an sie oben ^eicb werden. Es ist also /*(!) = 2\ 

Es sei IL n negativ. Dann wachsen die Glieder 1, ^^ ^ ?T \ ••• 

wenn n gröfser als 1 ist, so dafs wenn 1) x= — 1, die Summe der Reihe 
wie man sich ausdrflckt oo wird. Aber auch wenn ii<Cl) ist diese Summe 
noch oo, indem die Glieder gleiche Zeichen haben, und gröfser sind als die 
entsprechenden der folgenden: 

1 IL ^*'^ w.1.2 

^' T' 1.2 ' 17273' • • • 
Setzen wir schliefslich 2) ^ = 1 , so divergirt nach dem Obigen die 
Reihe, wenn it>>l, stellt also nicht 2" dar; sie convergirt jedoch ffir fKCi* 
Fafst man nämlich das erste und zweite, das dritte und vierte Glied, u. s. f. 
zusammen, so entsteht die Reihe: 

i • 1.2.3 "• 1.2.3.4.5 ■+- •••^ 

in der (n-f^) positiv ist, die also die halbe Summe von (l-j-l)"'^^ und 
(1 — 1)"+S also =2" wird. 

Allerdings folgt' hieraus niöht unmittelbar, dafs /*(!) selbst convergirt; 
z. B. divergirt die Reihe: 

(1 + 1), -(l + l), (l + ^), -(l + OTä)' 

Während diejenige convergirt, welche man durch Zusammenfassen von zwei 
Gliedern in obiger Art erhält : zu dem RQckschlufs gehört noch die Bedin- 
gung, dafs das (/^-f^/^ ^'^^^ ^^^ p = oo verschwindet. Dies ist aber bei 
^(1) der Fall, indem hier in 

n(»i — l)...(n — p-^i) 

1 •A,*,p 

sich n verhall, wie in I., 1) der Buchstabe m. 

Aus dem Obigen folgt, dafs wenn man siüh des Ausdrucks bedienen 
will, 0" sei fflr ein negatives n unendlich, dafs dann f{x)=^{\-\-xy^ noch 
fflr x=^+\ sei, den einzigen Fall ausgenommen, dafs n negativ und '>\^ 
und zugleich or = 1 ist. 

Ist n imaginär, so findet man ähnliche Resultate, indem man nach den 
Zeichen und Werthen des reellen Theiles von n eintheilt (^Abel, Bd. I. dieses 
Journals p. 334), wenn man einmal weifs, welchem Werthe von (l-f"^)" f^^ 
ar<Cl die Reihe f(x) gleich ist. Man kann sich dazu der Sätze bedienen, 
welche Gaufs in seinen Disquis. gen. circa ser. infin. etc. in der Sectio III, 
§.16 No. I, II und III angiebt, welche man unmittelbar auf die Moduln oder 
vielmehr die Normen der Ausdrflcke anwendet, die wir oben betrachteten. 

Halle, 1858. 
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18. 

lieber die lineare Abhängigkeit von Functionen 

einer einzigen VerAnderlichen. 

(Von Herrn K B. Chrisfoffcl in Monljoie.) 



hdine lineare Differeotialgleichung n^^' Ordnung ohne zweiten Theü 
zwischen y und der unabhängigen Verfinderlichen x bat bekanntlich stets n 
Integrale yi, ^2^ • • Xn^ der Beschaffenheit, dafs es nnmöglich ist, n Con- 
stanten Hl, Oj) • • ^n zu bestimmen, welche den Ausdruck: 

«1X1 + 02/2+ ••i^-r« = B 
identisch zu Null machen, ohne dafs zu ^gleicher Zeit alle diese Constanten 
verschwinden; es ist in diesem Falle H das coinplete Integral jener Differen- 
tialgleichung. Läfsl sich dagegen H durch constante Werthe von Hi, ii,, . . Hn, 
die alle oder zum Theil von Null verschieden sind, zum Verschwinden bringen, 
so reichen die Functionen Xi^ yi^ * ' Xn zur Darstellung des completen In- 
tegrals nicht aus. — Ganz ähnliche Verhältnisse finden bei den linearen Diffe- 
renzengleichungen statt. 

Hat man demnach n Integrale einer solchen Gleichung gefunden, so 
mufs man untersuchen, ob zwischen denselben eine lineare homogene Relation 
existirt, oder nicht, ob man also aus ihnen das complete, oder nur ein parti- 
kulares Integral zusammensetzen kann. Die Entscheidung dieser Frage hängt 
von analytischen Kriterien ab, welche im Folgenden hergeleitet werden sollen. 

Wenn ferner durch die Anwendung dieser Kriterien gefunden ist, dafs 
zwischen gegebenen Functionen eine lineare homogene Relation besteht, so 
kann man verlangen, dafs dieselbe wirklich aufgestellt werde. Dabei zeigt es 
sich, dafs die Werthe der Coefficienten, mit welchen die einzelnen Functionen 
in dieser Relation behaftet sind, im Allgemeinen von den Grenzen abhängen, 
zwischen denen die unabhängige Veränderliche liegt, und fflr andere Grenzen 
ganz verschieden ausfallen. Die folgende Untersuchung wird lehren, dafs auch 
die Bestimmung dieser Grenzen nach allgemeinen Prinzipien von Statten geht, 
so dafs fQr die beiden Hauptfragen, auf welche, man auf diesem Gebiete stöfst, 
leitende Grundsätze vorhanden sind. 

Jonnial fOr Mathematik Bd. LV. Heft 4. 36 
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Um die za dieser Untersuchung erforderlichen Unterscheidungen tref- 
fen zu können, ist es nothwendig, den Begriff der Function in folgender 
Weise zu erweitern. 

Es bezeichne x eine Verfinderlicbe, welche jeden reellen Werth an- 
nehmen kann, m eine zweite Veränderliche, welche nur positive und negative 
ganzzahlige Werthe annimmt. Ist nun eine Function f{x) zwischen den 
willkOrlichen reellen Grenzen a und b gegeben, so stellt die Gleichung y=:f{x) 
eine Curve dar, welche von x = a bis x = b in gegebener Weise verläuft. 
Die Gleichung y=zf{pi) dagegen stellt vermöge der Aber m getroffenen Be- 
stimmung ein System von Punkten dar, deren Abscissen die zwischen den 
Grenzen a und b entlialtenen ganzen Zahlen nnd. Sowie nun f{x) eine 
Function von x ist, weil es fflr jedes zwischen a und b liegende x einen 
bestimmten Werth hat, so ist f{m) eine Function von m, weil es fQr jedes 
zwischen a und b liegende m efnen bestimmten Werth hat. Da man aber 
durch jenes System von Funkten beliebig viele unter einander 'nicht im Min- 
desten verwandte Curven y=zf^{x) legen kann, so dafs, fQr jedes zwischen 
a und b liegende m, f^(m)==f{m) ist, so sieht man, dafs die Natur dieses 
Systems von Punkten, nfimlich die Function f(rn) ganz unabhängig ist von 
den Werihen, welche f(x) fQr die nicht ganzzahligen Abscissen annimmt.' 
Man mufs also bei der Definition der Function von m die Vorstellung, dafs 
sie in einem Ausdrucke enthalten sei, der auch fQr nicht ganzzahlige Werthe 
der Verfinderlichen gewisse Werthe hat, als ganz unwesentlich fallen lassen, 
und sich diese Function entweder graphisch durch ein auf bestimmte Axen 
bezogenes System von Punkten, oder was genau dasselbe ist, numerisch durch 
eine Tabelle gegeben denken, in welcher die eine Colonne diejenigen Werthe 
enthält, welche m annehmen kann, während die andere Colonne jedesmal den 
zugehörigen Functionalwerth liefert. 

Da nach dem Gesagten unzählig viele Functionen von x dieselbe Function 
von m enthalten, so kann durch eine Function von m ohne HinzufQgung wei« 
terer Bedingungen keine einzige Function von x bestimmt sein. Aber es ist 
wesentlich zu bemerken, dafs man von den Functionen von m zu den Functio- 
nen von X flbergehcn kann. Hängt nämlich f(m) noch von einer willkflr«» 
liehen Constanten c in der Weise ab, dafs f(m)=::F{m€) ist, wo € nicht 
anders als in der Verbindung .mc vorkommt, so setze man m%=^xf dann 
entspricht der Aenderung von m um eine Einheit die von ir am f, d« h. um 
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eine Gröfse, welche vermöge ihrer Willkflrlichkeit auf jeden Grad von Klein- 
heit gebracht werden kann. 

Auf dieselbe Art, wie die Functionen von tn, lassen sich auch Functio- 
nen einer Veränderlichen m' definiren, welche sich nicht mehr wie m um 
constante, sondern um ganz beliebige Differenzen ändert. Aber da die Werthe, 
welche m* annehmen kann, eine bestimmte Aufeinanderfolge zeigen, so kann 
man m!, und folglich auch jede Function von m' als Function von m be- 
trachten. 

Sind it-fl Functionen von m gegeben, f{fn\ fi{m\ ..fn{m\ so kann 
man stets eine Uneare homogene Relation ^/l[m)4~^i/i('^)4"*~f^"/n('^)==0 
aufstellen, in welcher mindestens einer der Coefficienten Ä, A^^ . . Ä^ von 
Null verschieden i^t, und welche für bestimmte n aufeinanderfolgende Wertfae 
von m^ etwa für m = m^^ '''o'f ^9 * ' fn^i^n — \ gültig ist In dem beson- 
dern Falle, wo diese nämliche Relation auch noch für dieWerthe m=i9io — 1, 
iWü — 2, . . t»ü — y; Wg-j-n> Wü-f »«-f 1^ • • »•u + ^+y^ staltfindet, nenne ich 
die Functionen /"(//i), fiijn)^ . . /i,(r/i) tinearabhängig für die Werthe 
m=^fna—q, u^ — y-j"^^ •• ^^"f^'f/*- ^^^ Anzahl der Werthe von m, 
für welche gegebene Functionen von m linearabhängig sind, kann demnach 
nie kleiner sein, als die Anzahl der Functionen. Es ist nach dem Vorange- 
schickten kaum nöthig zu bemerken, dafs die Eigenschaft der Linearabhängig- 
keit sich nicht auf die Functionen f{x)^ fi{^\ • • fn(^) bezieht, in welchen 
jene enthalten sind, sondern nur auf die besondern Werthe, welche diese 
Functionen für die angegebenen ganzzahligen Werthe von x annehmen. — 
Sind die g:egebenen Functionen in den Intervallen m=^m\ m'-f 1? • • ^^" — 1; 
m=iw!\ nfl''\-\^ . . m'"— 1; ... m=^wf, w'-l-l' • • '^*~1 linearabhängig, 
während die Relationen, durch welche diese Abhängigkeit ausgedrückt wird, 
in den einzelnen Intervallen verschieden sind, so nenne ich die Functionen 
wieder linearabhängig für die Werthe m^=m', m'-f ^^ « * ^* — ^* 

Wenn die gegebenen Functionen in einem bestimmten Intervall den 
Bedingungen der Linearabhängigkeit nicht genügen, so nenne ich sie lineät^ 
unabhängig für die in jenem Intervall enthaltenen Werthe von m. 

Es ist nach dem oben Angedeuteten einleuchtend, wie diese Definitionen 
auf den Fall einer continuirlichen Veränderlichen x übertragen werden. Will 
man dieselben benutzen, um zu untersuchen, ob und innerhalb welcher Gren- 
zen die Functionen f{m)^ /xC^)^ • • /ii(^) linearabhängig sind, so mufs man 
zunächst die Coefficienten A, Ai^ . . A^ so bestimmen, dafs die Gleichung 

36* 
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^f{»^)•\'Afl{'n^)^ V^nfniff^) = för f/l = Wü, Wü + I, . . iito+«— i 

stattfindet, wo itiq irgend einen besondern Werth von m vorstellt. Ist dies 
geschehen, so mufs man versuchen, ob diese Gleichung auch noch ffir einen 
der Werlhe m = iif(|— 1, »tu*f^ besteht, und wenn eins von beiden der 
Fall ist, weiter versuchen, ob sie auch noch fQr folgende Werthe von m 
gQltig bleibt. Man gelangt alsdann von selbst zu den Grenzen, innerhalb derer 
die Linearabhangigkeit stattfindet. Besteht diese Relation aber nicht mehr fflr 
111=: »lu — 1, ^o-f ^^ so mufs man die Coefficienten Ä, Ai^ . . A^ von Neuem 
fflr einen andern Werth von //to bestimmen, und dasselbe Verfahren wieder- 
holen. • Um dieses grade in den wichtigsten Fällen unbrauchbare Verfahren 
flberflflssig zu machen, dienen die im Folgenden zu entwickelnden Kriterien 
fflr die Linearabbfingigkeit der Functionen von m. 

t. 

Seien n-f 1 Functionen /'(»»), /i(m), . . /"„(f/i) gegeben, welche für die 
Werthe i/i = nit), tno-fl^ •• ^H~^4~/' linearabhängig sind. Dann mufs 
p^O sein. Es sind nun drei Fälle möglich: 

1) entweder besteht zwischen diesen Functionen nur eine einzige 
lineare homogene Relation, welche fflr alle jene Werthe von m gflltig ist; 

2) oder es bestehen mehrere dieser Relationen, fOr die nämlichen 
Werthe von m; 

3) oder endlich zerfällt jene Reihe von Werthen in ^-f r Intervalle 
(deren jedes aus mehr als n Werthen besteht) von zweierlei Art, so dafs in 
den q Intervallen der ersten Art eine einzige lineare homogene Relation existirt, 
während in den r Intervallen der zweiten Art die gegebenen Functionen durch 
mehr als eine dieser Relationen mit einander verbunden sind. Hierin ist der 
Fall mitbegriffen, wo eine der Zahlen q oder r gleich Null ist. 

Im ersten Falle hat man, wenn m einen der Werthe itio, niu-f 1, . . 
fn^'\'P bedeutet, die Gleichungen: 

Aafn)J^AJ,{m) + • • + A^f^{w) = 0, 



^/•(m+it) + J,/;(iii + ii)+..4-J;/;(fn + n) = 0. 
Setzt man demnach: 

(1.) ^±/-(m)/;(iii+l)../;(m + n) = J{m), 



(i*-) 5S^ = ^'<""' 
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90 fol^ aus den n ersten jener Gleichungen fdr ein unbestimmtes cu; 

(3.) A^ = ü)J^{m). 

Da nun der Voraussetzung gemäfs wenigstens einer der Coefficienten 
A^ von Null verschieden ist, so folgt, dqfs in tmserm Falle wenigstens eine 
der Gröfsen J^(m) für jedes der Reihe «ly, iWo-f ^9 • • »»ü-f-r+^ ange- 
hörige m von Null verschieden ist, während die Determinante J(rn) für 
die JTerthe tn = m^^^ »^o-j-l^ ... »»o-f/^ verschwindet. 

Im zweiten Falle hat man für jedes der Reihe m^^^ f^uH*^) * * '^'u'f/^'f ^ 
angehörige m wenigstens zwei von einander unabhfingige Relationen: 

Af{m)-\-AJ,{m)-\-.^-\Aj^{m) = 0, 
Bf{m) + B,f, (m) + • • + J?,/; (m) = 0, . 

woraus wiederum fflr die Werthe m = iiio, iHu-fl? • • m^^-^pAie Gleichung 
^(f/i) = folgt. Da aber der Voraussetzung gemäfs die Quotienten -r-, -^ ^ .' . 

-T^ wenigstens zum Theil von einander verschieden sind, so erhält man, wenn 

aus beiden Gleichungen eine der Functionen f^ eliminirt wird, stets eine Re-> 
lation «derselben Art zwischen den übrigen Functionen, in welcher wenigstens 
ein Coefficient von Null verschieden ist. Daraus folgt, dafs man in diesem 
Falle nothwendig die Gleichungen ^^(m) = hat, wo /i jede der Zahlen 
0, 1, . . n, und m einen beliebigen der Werthe m^^ ^-f '^ • • ^cf pH'I 
vorstellt. Bestehen mehr als zwei Relationen zwischen den gegebenen Functio- 
nen unabhängig von einander, so erhält man aufser den Gleichungen //(m)=0, 
^^(m) = noch weitere Formeln, welche für unsern Zweck jedoch kein 
näheres Interesse haben. ^ 

Was den dritten Fall betrifft, so sieht man leicht, dafs wenn alle in 
den unentwickelten Determinanten A(m) oder Jf,{m) vorkommenden Argumente 
demselben Intertall angehören, sich die in den beiden ersten Fällen gegebenen 
Erörterungen mit den nöthigen Modificationen wörtlich wiederholen lassen. 
Liegen diese Argumente dagegen in zwei aufeinanderfolgenden Intervallen, so 
lassen sich in Bezug auf die in diesen Intervallen stattfindenden Relationen 
sehr verschiedene Voraussetzungen machen, von denen hier nur eine einzige 
discutirt werden soll. Nimmt man an, dafs von den linearen Relationen, 
welche in den einzelnen Intervallen stattfinden, keine auch im andern gOltig 
ist, so kann man augenscheinlich aus diesen Relationen keine allgemeingültigen 
Gleichungen herleiten, in welchen aus beiden Intervallen bestimmte Fnnctional- 
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werthe, aber anfser diesen keioe andern Gröfsen mehr vorkommen. Man 
kann daher über den Werth von J{m) oder^J^{m) im Allgemeinen gar 
nichts festsetzen, sobald die in ihnen vorkommenden Argumente verschie^ 
denen Intervallen angehören; liegen dagegen diese Argumente in demselben 
Intervall, so ist auf jeden Fall J{m) = 0^ und es sind aufser dem alle 
J Jm) gleich Null, oder wenigstens ein Theil derselben von Null ver^ 
schieden,, jenachdem das Intervall von der zweiten oder der erste/i Art 
ist. Die Anzahl der Werlhe von m, für weiche die in J(?n) vorkommenden 
Argumente zwei aufeinanderfolgenden Intervallen angehören können, ist gleich 
n, und kann diese Zahl nicht übersteigen, da jedes Intervall mehr als n Ar- 
gumente umfafst. Sind daher n-f 1 Functionen linearabhängig, so kann 
es vorkommen, dafs n, aber nicht mehr aufeinanderfolgende Werthe ihrer 
Determinante J(fn) von Null verschieden sind. Ist umgekehrt J(jn) für 
mehr als n aufeinanderfolgende Werthe von m von Null verschieden, so 
können jene Functionen nicht für alle Werthe von m linear abhängig sein. 

9. 

Ich gebe jetzt von der Voraussetzung aus, dafs J{m) für die Werthe 
fii=:7/i^, n^-^-i^ .. »i,i-[-p verschwindet, dagegen für die Werlhe m^^zm^ — 1, 
jß^^p^i von Null verschieden ist. Dann gilt der Satz, dafs die Function 
nen f, /l, . . fn /Ör die Werthe m = mii^ ^^-f ^^ • • '^o-f/^ + w linearab^ 
hängig sind. 

Es soll zunächst bewiesen werden, dafs dieser Satz für n-j-1 Functionen 
gilt, wenn er für n Functionen stattfindet. Setzt man: 

(10 <P('/») = Af{m) + A,f,{m)+..-\-AJ^{m), 

und nimmt für die Coefficienten A, Ai^ • • A^ bestimmte Zahlen, welche den 
Gleichaogen : 

(2.) y(m') = 0» y(i»'4-l) = 0, . . y(»i'+n— 1) = 

genfigen, wo m' irgend einen besondern Wertli von m bedeutet, so eriifilt 
man ans den Gleichungen (2.) und einer der folgenden: 

Ar{,tn'i-n)-\-A,f,im'-\-n)-\-"-\-A,r„{m'-\-n) = y(«i'+n), 
die Gleichungen: 

(3.) A^Jim'^i) = (_1)X»,'_1)^^(».'), 
(4.) . A^Jim') « q>{m'-\-n)J^im'). 
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Ist nun w! eine der Zahlen niu, ntu-f 1^ • • ^oH'/'' ^^ verschwindet 
hl (4.) der Voraussetzung zufolge die linke Seite, und man hat: 

(5.) tp{m'^n)J^{m') = 0, 

80 dafs entweder 9) (m'-j- n) = ist, oder sfimmtliche J^{in') verschwinden. 
Es zerfällt daher im Allgemeinen die Reihe m^, iHu-f-l) •• ^o'\-p in Intervalle 
von zweierlei Art; in denen der ersten Art ist wenigstens eine der Gröfsen 
^^{m') von NaII verschieden, und es sind daher, wie behauptet, die Functionen 
/> /i 9 • • /n in diesem Intervall linearabhAngig. In den Intervallen der zweiten 
Art, in welchen man die it-fl Relationen J^(fn^) = hat, sind je n der ge- 
gebenen Functionen linearabhängig vermöge der Voraussetzung, dafs obiger 
Satz fOr it Functionen gfiltig sei. In der That haben die Determinanten ^^(m) 
dieselbe Form wie ^(m), während sie eine Function weniger enthalten. 

In einem Intervall der ersten Art kann nur eine einzige lineare 
kcHnogene Relation zwischen den gegebenen Functionen stattfinden; in 
einem der zweiten Art dagegen bestehen in Folge der gemachten Voraus- 
setzungen n-f-1 Relationen, deren jeder von einer Function frei ist. Eine An- 
zahl von n -f 1 Relationen dieser Form kann sich nicht aus einer einzigen 
Relation herleiten lassen, es bestehen daher in den Intervallen der zweiten 
Art mindestens zwei lineare Relationen zwischen den gegebenen Function- 
nen unabhängig von einander. 

Da ^(i»u— 1) = (— 1)"{A«^)— l)4)(»»o) + /i(»»ü— l)-^i(tWü)-f '•} von 
Null verschieden ist, so mufs von den Gröfsen J^(m^)^ also auch von den 
zn ihnen proportionalen Gröfsen A,,, eine wenigstens von Null verschieden 
sein. Die Werthe itio^ fHo-fl) • • c^u-f^ gehören also zu einem Intervall der 
ersten Art^ in welchem nur eine einzige Relation 9(r/i) = stattfindet; und 
diese Gleichung kann wegen (3.) nicht auch fflr den Werth m=:f!iio— 1 be- 
stehen. — Gehört ferner der Werth i^u-f P ^^ einem Intervall der ersten 
Art, so besteht die in demselben stattfindende lineare Relation wegen (4.) auch 
fflr den Werth m'^iwo-f/i-f^^ während sie unmöglich fflr den folgenden 
Werth von m' stattfinden kann. . Liegt jener Werth in einem Intervall der 
zweiten Art, so bat man der Voraussetzung gemäfs mindestens zwei von ein- 
ander unabhängige lineare Relationen y/(fit)s=:0, ;((m)s=sO, welche für die 
Werthe Äo-ff^ + ^^l^ tWo+f^-j-H — 2, . . stattfinden. Fflr dieselben Werthe 
besteht also auch die Relation oV^(fii)*f /9/(m) = 0, in welcher man die 
Zahlen a and ß so bestimmen kann, da(s dieselbe auch fOr m^ssm^^p-^-n 
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slattfindel. Auch diese Relation kann unmöglich fflr m^=^mxi\p''\^n'\-\ statt- 
.finden, wie man leicht sieht, wenn man in (4.) r/i' = m^ -|- /? -|- 1 setzt. 

Es bleibt nur noch übrig, obigen Satz für zwei Functionen nachzu- 
weisen, da er alsdann auf jede Anzahl von Functionen ausgedehnt werden 
kann. Dieser Beweis ergiebt sich ohne Weiteres aus dem Vorangehenden, 
da ndmiich in unserm Falle ^o(iii)= — /K^X ^i{^^)'=f{^) Ist, so besteht 
in den Intervallen der zweiten Art jede beliebige lineare Relation zwischen 
den gegebenen Functionen, während für die Intervalle der ersten Art die 
Linearabbfingigkeil der gegebenen Functionen bereits nachgewiesen ist. Auch 
wiederholen sich die Bemerkungen, durch welche die Grenzen nachgewiesen 
wurden, innerhalb deren die Linearabhangigkeit nothwendig stattfindet. 

Aus diesen Beweisen ergeben sich nun weiter folgende Sätze: 

1) Damit gegebene n-fl Functionen f{m), fi(m), .. f„{m) für alle 
Werthe von m linearunabhängig sind, ist erforderlich und hinreichend, dafs 
ihre Determinante J{m) fflr alle Werthe von m von Null verschieden ist. 

2) Ist die Anzahl aufeinanderfolgender Werthe von m, für welche J(m) 
von Null verschieden ist, nie gröfser als n, so sind die Functionen /"(tvi), 
fi{m), .. f„(fn) für alle Werthe von m linearabhängig. 

An diese Sätze, welche in Verbindung mit den im Anfange bewiesenen die 
vollständigen Kriterien für die Linearabhängigkeit oder Unabhängigkeit gegebener 
Functionen enthalten, schliefsen sich folgende Bemerkungen, die zur Bestim- 
mung der Grenzen dienen, innerhalb welcher die Linearabhangigkeit im All- 
gemeinen durch verschiedene lineare Relationen ausgedrückt wird. 

3) Sind zwei Intervalle, in welchen J(fn) verschwindet, durch n oder 
weniger Werthe von m getrennt, fflr welche ^im) von Null verschieden ist, 
so kann keine lineare Relation zwischen den 'gegebenen Functionen, welche 
in dem einen Statt findet, auch im andern gflitig sein. 

Dies ergiebt sich unmittelbar aus dem vorhin geführten Beweise. Ist 
ferner m' der erste Werlh von tn in einem Intervall der ersten Art, m' — 1 
der letzte in einem von der zweiten Art, und (p{m) = die in jenenii statt- 
findende lineare Relation, welche also für mz=m', m'-fl? •• besteht, sp ist 
in (3.) J(^m' — 1) = 0, dagegen von den Gröfsen J^(fn') mindestens eine von 
Null verschieden, also nothwendig q>(m' — 1) = 0. Da ferner in der Gleichnng 
A^ J im'— 2) = (—\)\ (p(m'—2) J^(m'—1) beide Seiten unabhängig von 
9(/ii'— 2) verschwinden, so kann dieser Werth von Null verschieden sein, so dafi 
also die Relation 9(r/i) = nothwendig für i/is=i7i'— 1, aber nicht auch fOr 
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maBin'— 2 stattfindet. — Ist ferner m'-fl der erste Wertb in einem Inter- 
Till der sweiten Art, m' der letzte in einem von der ersten Art, und 9(111) s=0 
die in letzterem stattfindende lineare Relation, so ist nach dem vorhin Bewiese- 
nen 9(m'-f ii)«s:0; aber da in der Gleichung 

beide Saiten unabhingig von 9(ttH^4~^) verschwinden, so kann dies von 
Null verschieden sein. 

4) Sind also iwei Intervalle der ersten Art durch eines von der zwei- 
ten Art geschieden, so ist die lineare Relation, welche in dem einen statt- 
findet, nicht nothwendig auch in dem andern gflltig. 

5^ Ist ein Intervall der ersten Art, welches die Werthe 111 = m^, 
ifio'-f-l, .. mo nmfafst, durch zwei andere von der zweiten Art begrenzt, so 
findet in ihm eine einzige lineare Relation statt, welche für die Werthe 
marsfUo— 1^ «Ig, .. fii^4*ii> aber nicht nothwendig auch noch fQr die Werthe 
«lö — 2 und m^-f-fi-fl gflltig ist. 

Um diese SAtze auf ein Beispiel anzuwenden, nehme ich an, dafs: 
^(111) = ist fflr jedes m, und dalb sfimmtliche J^(fn) verschwinden, wenn 
m einer der Gruppen: 

angehört, wfthrend fOr jeden andern Werlfa von m wenigstens eine jener 
Gröfsen von Null verschieden ist ', und sei Jüi <C mj <1 1^ <I f^s • • <! ^^ <r »)^- 
Dann findet zwischen den n-f-l Functionen eine einzige lineare Relation 
statt fdr in BS — do , . . iNi-j-n — 1 ; eine andere fflr m = fiti^ 1 , nij, . . 
ifi,-fn — 1; eine dritte für fii«=»ij^l, f#ij, .. iiij-|-ii_l; u. s. f.; und 
endlich eine im Allgemeinen von jenen verschiedene fflr m:=s:m'^ — 1, m'^, .• oo. 
Dagegen sind jede beliebige n von den gegebenen Functionen linearabhfingig 
fflr die Werthe m «= iHi, «ii-f 1$ • • fn['\-n — 2\ r/i = w»^ ^^a+l^ • • 
m^-^n — 2; .. mtss^m^, "^ß^i^ •• rii^-{-n — 2, und es finden in den ein- 
zelnen Intervallen im Allgemeinen verschiedene lineare Relationen statt. 

a. 

Ich werde jetzt die lineare Differenzengleichung: 

(1.) P(m)/'(ifi + n) + -Pi(m)/-(iii + ii-l)-h.. + P,(fii)/-(«») = 

untersuchen, in welcher die Coefflcienten P, P| , . . P» analytische Functio- 
nen von m sind, und dabei die erlaubte Voraussetzung machen, dafs fflr 
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I 

keinen Werth von m sflmintlicbe Coefficientea yerscbwinden. Ist dies aAm- 
lich nicht der Fall, so darf man (1.) nur darcb eine Funclion 9(1») diyidirM, 
welche nur dann verschwindet, wenn sftmmtliche Coefficienten verscbwindeo^ 
ond sich jedesmal in derselben Weise der Nnll nähert^ wie derjenige Coeflt* 
cient, welcher von allen am langsamsten gegen Null convergirt. Ebenso 
werde ich voraussetzen, dafs för keinen Werlh von m einer oder mehrere 
dieser Coefficienten unendlich grofs werden. 

Es handelt sich bei dieser UnterQuchung , wie im Folgenden bei den 
linearen Differentialgleichungen, wesentlich darum, genau festzusetzen, welchen 
Grad von ' Allgemeinheit das complete Integral einer solchen Gleichung im 
Allgemeinen, und welchen dasselbe unter gewissen Bedingungen erreichen 
kann. Dieser Grad hängt ab voo der Anzahl. linearqnabhAogiger Functionen^ 
dnr^b welche jener Gleichung und gleichzeitig etwaigen Bedingungen ge<* 
nftgt wjrd. 

Das allgemeinste Verfahren zur Integralion von (1.) besteht darin, dafli 
man die Wertbe/(i7io), A^H^^X *• /TC^^u-f ^~1) ^^^ gerachten Function n\ß 
willkflrlich gegeben betrachtet, und dann mittelst (1.) die Werthe /r(mo-f ^X 
fimii-\' n -]- 1)^ . • f(nh'\'^'\'P) successive bestimmt. Ist dies geschehen, uaA 
giebt man der Function f(m) für j^lle übrigen Werthe von m einen willbOfw 
liehen Verlauf, so sage ich der Ktirze wegen, dafs sie der Gleichung (1.) 
fOr die Weribe: 

genflgt. 

Sind n Functionen A(m}, /t(^)) •• fm(n^) gegeben, welche derGWr 
chung (1.) fflr die Werthe (a.) genOgen, so hat man demnach, fflr die n4m«- 
liehen Werthe von m: 

P(m)A(m+n) + JPi(«i)A(« + »-l)+--+^n(w)/;(^^ 
(2.) 

>(rii)^(w + ii)+P,(m)/;(ia + ii-l) + .. + Pjiii)/;(m) = 0^ 

und wenn man hieraus die Coefficienten P|, P2, .. P„^i eliminirt, nach dar 
frOhern Bezeichnung: 

(3.) P(m)J^{m + i) = i-irP,(m)Jo(m). 
Mittelst dieser Gleichung lifst sich nun zunächst leicht nachweisen, dafs Qnier 
gewissen Umstanden n linearunabhflngige Integrale der Gleichung (L) ezjiti* 
ren. Setzt man nfimlich voraus, dafs die CoeiBcie(pten.P(m} und^;(fi|) fQr^ 
die Werthe (a.) von Null verschieden sind) so hann man die wi}|](0r)icbiaR. 
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Werthe /i(iWo\ /i(>Wo+l)i •• A('^o+»* — 1)? ^(w»«) etc. immer so annehmen, 
dafs ^o(^ü) vonNnll verschieden ist. Da somit auch JoiWo-^-i)^ ^u(m(,-f S),.. 
^u(«*o-f /^"f^) ^^° ^"" verschieden sind^ so folgt nach dem FrObern, dafs 
die Functionen ft^ fii -• fn fflr die Werthe: 

linearnnabhfingig sind. 

Ich werde jelat angekebrt beweisen, dafs fQr alle Werthe von m^ 
fflr welche n linearunabhfingige Functionen der Gleichung (1.) genflgen sollen, 
die Gröfsen P(m) und Pn(f>^) von Null verschieden sein mflssen. 

Sind die vorbin gegebenen Functionen fOr die Werthe (b.) iinearun- 
abhängig, so ist J^i^) von Null verschieden fOr m=in^^ ^o-f^^ -- ^o'\-p-\''i^ 
also in der ganten Ausdehnung der Gleichung (3.) weder Jo{^) noch ^o(^4~^) 
gleich Null. Es ist daher nicht möglich, dafs eine der Gröfsen P(m) und 
P„(iii), aber nicht augleich die andere verschwinde; und umgekehrt wflrde, 
wenn dies der Fall wflre, eine der Gröfsen ^o(^0 ^^^ -^oC^ + l) gleich Null 
sein, also eine Linearabhfingigkeit «wischen den gegebenen Functionen be- 
stehen. Die Coefficienten P^m) und P^Cm) können aber auch fflr keinen 

der Werthe (a.) augleich verschwinden« Setat man nämlich ■ ^^^!^.^ = ^o,,i{m)^ 
woraus : 

^o(m) «= A (m) ^0,1 (m)+^, (»1)^0,^111)+ •• 

folgt, so ergiebt sich unter der Voraussetzung P{m) = und P„(iii)s=0 aus 
den Gleichungen (3.)) dafs entweder sfimmtliche Coefficienten der Gleichung (1.), 
oder sflmmtliche Gröfsen Ji^^{m) verschwinden. Das Erstere ist gleich im 
Anfange ausgeschlossen worden; wire das Andere der Fall, so hätte man 
auch ^o(m) = 09 Jo(o^'\'i)=^0^ woraus der Voraussetzung zuwider die 
LiBearabhflngigkeit der gegebenen Functionen fdr die Werthe von m, m-f 1^ • • 
m-f ^ folgt. 

Bezeichnet man demnach durch m* die besonderen Werthe von tn, fQr 
welche einer der Coefficienten P{m) und PnCm), oder beide zugleich ver- 
schwinden, so bat man folgende Regeln: 

1) Gegebene n Functionen, welche der Gleichung (1.) fQr einen der 
Werthe m^ genflgen, können nicht iineamnabhängig sein. 

2) Will man die Gleichung (1.) durch n linearunabhSngige Functionen 
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integriren, so ist dazu erforderlich, dafs fttr keinen der Wertbe »i jede die- 
$er Functionen der Gleichung (1.) GenQge leiMe. 

3) Hat man umgekehrt n linearunabbflngige Fanotionen, welche der 
Gleichung (1.) in bestimmten Intervallen genfigen, so kann es unter den Wer- 
then m' keinen geben, für welchen sämmlliche Functionen der Gleichung (1.) 
genOgen. 

4) Stellt man bei der Integration der Gieiohnng (1,) die Bedingung^ 
dafs das gesuchte Integral jener Gleichung auch noeh fOr einen der Werthe m' 
genüge, so giebt es keine n, sondern höchstens n— 1 linearunabhfingige 
Functionen^ welche diesen Bedingungen genügen, und ihre Anzahl kann durch 
weitere Bedingungen auch noch weiter reductrt werden. 

Aus diesen Sätzen folgt, dafs bei der Integralion der Gleichung (^1.) die 
erste Aufgabe darin besteht, die besondern Werthe m! zn ermitteln. Dadurch 
zerfällt die Reihe der Werthe von m in Intervalle, zwischen denen die 
Werthe m' eingeschaltet sind; in jedem einzelnen Intervall mufs die Integra- 
tion besonders vorgenommen werden. 

Hieran schliefst sich der bekannte Satz, dafs die Gleichung (1.) nie 
mehr als n linearunabbängige Integrale haben kann. Denn genOgen die 
Functionen f, fi^ •• fn joner Gleichung fflr die Werthe (a.), so folgt ^(m)=0^ 
woraus sich weiter ergiebt, dafs diese Functionen fOr die Werthe (b.) liiiear- 
abhängig sind. Bilden die Werthe (a.) eines der eben beschriebenen Intervalle, 
und sind in demselben die Functionen /i, /*2 9 •• fm linearunabhängig, so sind 
Ju{fih)^ ^oC'^-f ^)^ *- ^o(^-f/^'f 1) ^^^ ^^'1 verschieden, und es besteht 
fflr die Werthe (b.) eine einzige lineare Relation: 

in welcher A von Null verschieden sein mufs. Denn, wäre ^s=:0, so mflfs- 
ten wegen der Linearunabbängigkeit von fxn fi^ • • fn atich die flbrigeo 
Coefficienten ^i, J,, .. A^ verschwinden. Es besteht also fOr säromtliche 
Werthe (b.) eine einzige Relation von der Form: 

Genflgen die Functionen f,fi^.^fn der Gleichung (1.) In mehreren aufein- 
anderfolgenden Intervallen, in denen /l, fi^ .. f^ linearnnabhängig sind, so 
kann ffit einen beliebigen der zwischen jenen Intervallen eingeschalteteu 
Werthe m' wenigstens eine der letztern Functionen der Gleichnng (1.) nicht 
Genflge leisten, also d(wl) nicht gleich Null sein. 
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Sind daher sswischen Ewei dieser Intervalle n oder weniger Werthe m' 
eingeschaltet, so mufs die in dem einen stattfindende lineare Relation von der 
im andern bestehenden gfinsüch verschieden sein ($• 3. 3)3. 

4t 

Die noch rQclisiAndige UQtersQchung von Fonclionen, welche von einer 
steligen Verfinderlichen abbflngen, erledigt sich aas dem Vorangehenden mittelst 
der identischen Gleichung: 

(1.) S±f(m)rx{m + i). • A(m + ii) = :S±f(fn)Jf,(m) . . ^-/;(m), 

in welcher nach der gewdbnlichon Bezeichnong von Differenzen: 

^/*(«»)=A(m4-f)-f/i(fn+f-l) + i^^ 

ist. Dieselbe wird einfach dadurch bewiesen, dafa man auf der rechten Seite 
far die Differenzen ihre Entwicklungen setzt, und dann durch Addition von 
Verticalreihen reducirt. Aus (1.) ergiebt sich: 

(20 ^^(m) » ^jn^%) • 

Nun wird an den frflhern Betrachtungen gar nichts gefindert, wenn 
man überall statt der Argumente m, m-^/i der einzelnen Functionen dasselbe 
Vielfache derselben (m*f A^)^ einfuhrt, also auch nicht, wenn man me^=:x, 
e^=:Bx setzt. Dann ist: 

u. s. w. Dies festgestellt, hat man folgende Sfitze: 

1) Verschwindet E(a^) für alle Werthe von a? = Tü bis x=^Xi^ wo 
Xo<:^i ist, so sind die Functionen f{x\ A(^), • • /n(^} fOr diese nämlichen 
Werthe von x linearabhSngig. Ist (p{x)^=0 eine der linearen Relationen, 
welche fOr xr=iXi und kleinere Werthe von x stattfinden, und construirt 
man die Curve y^s=i(p{x) fOr alle Werthe von x, die gröfser als Xi sind, 
so hat diese Curve fflr x=^Xi mit der Abscissenaxe einen Contact von der 
n*^' Ordnung. 

2) Sind zwei Intervalle, in denen E(ar) verschwindet, durch Werthe 
von X getrennt, fOr welche E{x) von Null verschieden ist, so wird die 
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Linearabbflngigkeit der gegebenen Functionen in beiden Intervallen im All- 
gemeinen darch verschiedene Relationen ansgedrflckt. 

3) Damit gegebene n-fl Functionen fijx)^ fi(^)n • • fi(^) für alle 
Werthe von x linearanabbfingig sind, ist es erforderlich und hinreichend, daft 
ihre Determinante E(a7) für alle Werthe von x von Null verschieden ist« 

Nennt man ferner ein Intervall , in welchem mindestens eine der 
Gröfsen E^{x) von Null verschieden ist, ein Intervall der ersten Art, da- 
gegen ein solches, in welchem sammlliche E^(^) verschwinden, eines von 
der zweiten Art. wfihrend E(ar) = vorausgesetat wird, so hat man weiter: 

4) Sind zwei Intervalle der ersten Art durch eines von der aweiten 
Art geschieden, so ist die lineare Relation, welche in dem einen stattfindet, 
nicht noth wendig auch im andern gflitig. ^ 

5) Ist ein Intervall der ersten Art, weiches sich von jt &= arg bis x as x^ 
inci. ausdehnt, durch zwei andere von der zweiten Art begrenzt, so findet 
in ihm eine einzige lineare Relation q>{x)i=0 statt. Constrnirt man die 
Curve y = y(j?) für die Werthe a?<;jr„ und a?>>a?i, so hat der erste 
Zweig fflr x = x^i mit der Abscissenaxe einen Contact von der ersten, der 
andere fOr ars=X| einen von der n'*'" Ordnung. Nur in besondem Ftllen 
kann in diesen Punkten der Contact auf eine höhere Ordnung steigen. 

Ich wende mich zur Untersuchung der Differentialgleichung: 

(30 ^(:r)/^(->(a:) + J,(a?)/^-'>(a?) + .. + il,(a?)A«) « 0, 
und betrachte statt de«*selben zunächst die Gleichung: 

(4.) J(»,«)^ÄfL+J.(«e):^!:^gü^ + .H-ii.(«i«)A"»0 -= 0» 
welche durch die Substitution: 

T i.i.ri n^ 

oder : 

p ^ ^' f» a \ i\ ^*-' I (w— «-i-gX**— «+*) ^«-« 

die Form: 

P(i»«)/'((»i+n)0 + i'i("M)/-((m+n-l)«) + -+P,(iiM)/'(m«) = 

aanimmt. Es lAfst sich daher alles, was im vorigen Paragraph festgesteiil 
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wurde 9 auch auf vorstehende Gieicbong (4.) Obertragen, welches auch der 

Werth TOQ b sei, also auch dann, wenn c unter einer beliebigen Grenze liegt 

Beseichnet man daher durch m' die Werthe von m, fOr welche bei 

einem bestimmten, unter einer gegebenen Grenze liegenden e eine der Grorsen 

oder beide zusammen im Vergleich zu allen übrigen Gröfsen P, verschwin- 
den, so sieht man augenblicklich, daft, wenn Jene Grenze immer kleiner ge- 
nommen wird, diese WerUie sich auf diejenigen reduciren, fflr welche P(m€) 
verschwindet. 

Macht man nun die erlaubte Voraussetzung, dafs es keinen endlichen 
Werth von s giebt, fUr welchen alle CoefBcienten A,{x) verschwinden, oder 
fflr den einer oder mehrere derselben die Grenzen des Endlichen Übersteigen, 
und bezeichnet durch o/ diejenigen Werthe von x, fflr welche A(x) ver- 
schwindet, so erhält man folgende Resultate: 

1) Gegebene n Functionen, welche der Gleichung (3.) fflr einen der 
Werthe x^ genügen, können nicht linearunabhftngig sein. 

2) Will man die Gleichung (3;) durch n linearnnabhfingige Fuiictionen 
integriren, so ist dazu erforderlich, dafs fflr keinen der Werthe x' jede dieser 
Functionen der Gleichung (3.) genflge« 

3) Hat man umgekehrt n linearunabhflngige Functionen, welche der 
Gleichung (3.) in bestimmten Intervallen genflgen, so kann es unier den Wer* 
theo x' keinen geben, fOr den jede dieser Functionen der Gleichung (3.) 
genagt. 

4) Stellt man bei der Integration von (3.) die Bedingung, dafs das g,^ 
suchte Integral jeuer Gleichung auch noch fflr einen der Werthe x' genflge, 
so giebt es keine n, sondern höchstens n— 1 linearonabhflngige Functionen, 
welche jenen Bedingungen genflgen, und ihre Anzahl kann durch weitere 
Bedingungen auch noch weiter reducirt werden. 

Hat man n Functionen /i, /*2, •• /!,, welche der in 2) aufgestellten 

Bedingung genflgen, so erhfilt man durch Elimination von ^i , ^a 5 • • -^n &us 

den Gleichungen: 

Mx)r':\:c)-\-4i(x)f\'^'\x)i-..^^A,ix)n(x) = 



=*- + ^ = o, 
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die folgende: 

Da iD der ganzen Ausdehnung dieser Gleichang A(x) von Null veraofaieden 
ist, so hat man entweder Eu(x) = 0^ also auch <^s=0, oder: 

e73x » A 

woraus : 

(5.) Eo(ar) = e J^'^ 

folgt. Die rechte Seite dieser Gleichung enthält eine durch die Integration 
eingefflhrte Constante, welche dadurch bestimmt werden mofs^ dafs man fftr 
X einen besondern Werth einsetzt. Dabei entscheidet sieb zugleich die Frage, 
ob E,, gleich Null oder von Null verschieden ist, d. h. ob jene Integrale iinear- 
abhftngig oder linearunabhängig sind. 

Die obigen vier Sätze bedflrfen einer Erläuteruflg, welche ich fflr den 
dritten und vierten Satz an zwei einfachen Beispielen geben will. Die Glei- 
chung (ar'— 1)/^"+2j/'— 2/'^0 hat die Integrale /;«=:ar, ^2 = a?lgii4— 2, 

während x^ s= +1 ist. Diese Integrale sind linearunal^hängig, also darf eines 
derselben fflr :r = — 1 , und eines fflr a; = 1 der Differentialgleichung nicht 
genügen. Dies ist in der That mit /^ der Fall, da /*, in der Nähe jener 
Werthe aufhört der Voraussetzung zu entsprechent dalis seine Aendernng der 
Aenderung von x proportional sei, also von der Herstellung der Differential- 
quotienten f und f^ fflr jene Werthe keine Rede sein katan. ~ Unterancht 
man die Wärmebewegung in einer Vollkugel nach der jFbomr^schen Theorie 
fflr den Fall, wo die Temperatur u nur von der Zeil t und dem aus dem 
Centrum genommenen Radius veclor x abhängt, so hat man fflr eile Punkte 
der Kugel ohpe Ausnahme ^ 3= .^ —[^-^^y i^\a eine willkflrliche Con- 
staute, so kann man eiq particulares Integral finden, wenn man nooh die Glei- 
cbnng -TT- = — (x^ti hinzunimmt. Dann erhält man : 



d*ii I rk du I a 



fl 



und es ist ein solches Integral zu suchen, welches dieser Gleichung fflr den 
Punkt x = genflgt. Diese Gleichung bat die Integrale: 



sin — cos — 



f\ = ^1 — - — ? A *= ^fc 
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von denen das Letztere zu verwerfen ist, weil es der GleicÜung nicht fflr 
x = genügt. 

Ans art. 3 abertragen wir noch folgende Sfitze. Hat man n-[*l Functio- 
nen f, fi^ •• fn, welche der Gleichung (3.) fflr alle Werthe von a?s=Xo bis 
x = Xi genögen, so sind dieselben fflr die nämlichen Werthe von x linear- 
abhängig. Sind die Functionen fi^ fi^ • • fn in jenem Intervall iinearnnab- 
hängig, so besteht in demselben eine einzige Relati9n von der Form : 

Genflgen diese nämlichen Functionen der Gleichung (3.) in zwei aufeinander- 
folgenden Intervallen, zwischen denen ein Werth x' liegt, fflr den A{x)^ 
A'(x\ . . A^"^{x) verschwinden, und ist ,u^n, so mufs die in dem einen 
Intervall stattfindende lineare Relation von der im andern bestehenden gänz- 
lich verschieden sein. 

Es ist hier am Orte, einige Eigenschaften dpv im Vorhergehenden be- 
trachteten Determinanten anzuschliefsen. Es ist: 

2± vü. v,U[V2 U2 . . v^ w:^ = vv^.. v,s± uuiua . . U\C\ 

und wenn man ülT^^-Vl'^ = ^U'f\ JU',1\--JÜ^^ = J'U'/' etc. setzt: 

eine Formel, welche man auf dieselbe Art, wie die Gleichung (1.) art. 4 be- 
weist. Die Verbindung dieser Gleichungen giebt: 

(1.) 2± VU.J(VU').J'{VU") . . ^"(Fü^-J) 
Setzt man in dieser r=:-|j, ¥1 = -^^ . . r^ = -g^, so folgt: 

Wiederholt man diese Operation nnd setzt: 

4^)=""". X|S)-p-- ^(^)=P'". ••*. 

so ergiebt sicli schliefslicb : 

(2.) ^± UJU'J'Ü" . . J'U^'^ 
= ÜU,.. ü,. ^'"01'" . . t^if,. U'''Uy . . Uli., . . 17-». -»I7r ''"-*. C"'-*, 
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wodurch die Determinante zar Linken als das Prodnct von ^ ^ ' Factoren 

dargestellt ist. Setzt man U)^^ = fy{me -{- fu)^ V^ = y(«ia-}-^«), me = x nnd 
e = dx, so erhalt man aus (l.)? wenn man durch dx^*-^^^ dividirt und zur 
Grenze flbergeht: 

Bezeichnet man ferner die Grenze von -^ — durch f^^^, so dafs man hat: 

» 

so folgt aus (2.): 

Die Gleichungen (3.) und (4.) sind zuerst von Herrn Hesse im 54'*^" Bande 
dieses Journals pag. 249, 250 veröffentlicht worden *). 

Zur Tansformation der Veränderlichen in diesen Determinanten hat man 
die Formel: 

KP') -^±/-37^-3TT**-3Tir — V^7J -^±/ ii ;j#t ••-SÄT» 



welche sich sehr leicht beweisen läfst, indem man fQr die Derivirten nach x 
die nach / mittelst der Formel: 

einfahrt, und dann durch Addition von Verticalreihen reducirt. 
Setzt man: 

so hat man folgendes System von Gleichungen, dessen Beweis ich abergehe: 



*3 Die in diesen beiden Gleichungen enthaltenen Ergebnisse waren bereits vor län- 
ger als einem Jahr von Herrn Christoffel gefunden und der Redaction dieses Journals 
mitgetheilt worden. Nur dem Umstände, dafs der Herr Verfasser dieser Arbeit einige 
Aenderungen in derselben vorzunehmen wünschte, ist es zuzuschreiben, dafs die näm- 
lichen Ergebnisse, welche Herr Hesse in der citirten Abhandlung erhalten hat, von die- 
sem früher veröffentlicht worden sind. B, 
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2± j, j\ j'i . . ^.r/> = ( - 1 r^r-» . /; 

Diese Gleichungen sind von Wichtigkeit fOr die Untersuchung solcher 
linearer homogener Differentialausdrflcke , welche nach der Benennung des 
Herrn Hesse zu einander complementar sind. So enthfilt z. B. die vorletzte 
derselben die vollständige Integfalion einer linearen Differentialgleichung ohne 
zweiten Theil^ für den Fall, dafs das Integral ihrer Complementargleichung 
bekannt ist. 

Montjoie, 1857. 
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tionsrecbnung zur Naehweisung gröfster oder 

kleinster Werthe dienen. 

(VoD Herrn Minding vx Dorpat) 



Uie von Jaeobi im 17**" Bande dieses Joaraals S. 71 in die Varia- 
tioosrechnuDg eiogefabrten Transforfnationen, die seitdem schon mehrmals, na- 
mentlich noch jflngst in dieser Zeitschrift von Herrn E, Heinef behandelt worden 
sind, lassen sich in Tollstflndig entv^ickelter Gestalt aus einem algebraischen 
Lehrsalze herleiten, der in folgender Formel enthalten ist, nämlich: 

(A.) -S(A--j)y{(ö-M-yW+(«-*+y-l).->-i} = «- 

y 
In dieser Formel sind m und b beliebige, r nnä J gt^ze Zahlen; a, bedeutet 
in üblicher Weise die Vorzahl von x"" in der Entwicklung von {l-^xf und 
mufs daher immer gleich gesetzt werden, wenn y negativ ist ; die Summation 
nach j umfafst alle Werthe, welche gültige (d. h. nicht verschwindende) Glie- 
der geben; der Anblick der Formel lehrt, dafs diese Werthe von j weder 
selbst negativ sein, noch V'-j negativ machen dürfen. Die Formel (A.) ist 
daher richtig, wenn r negativ ist; sie ist auch richtig für v = 0, denn als- 
dann erhält man rechter Hand 1 und linker Hand nur ein gflitiges Glied für 
j = 0, dessen Werth ebenfalls 1 ist« Der Beweis ist also nur noch für ein 
positives ganzes r zu führen. 

Zur Abkürzung setze man die im Folgenden hanfig auftretende Form 
(— ö)/+ (— a — l)f., =f(a, f ), also : 

iQ ist für ein negatives t (welches übrigens hier immer nur eine ganze Zahl 
sein kann), f(a,i)=:0; für § = wird f(a,0) = l; für ein positives t ist: 

/ «>0 = (-1) 1.2.3...i 

Aoch gilt folgender Satz: Sind tn und i ganze Zahlen, deren Summe 
positiv iatf m ist: 
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hingegen fOr m-ftssO wird vorsiehende Summe = (— 1)'"2. Es folgt 
hieraus f{m,m)=^0^ wenn m positiv ist; fOr ein negatives m ist ebenfalls 
f(m,m) = 0; für m = aber wird f(0,0) = i. 

Um nun die Formel (A.) zu beweisen, werde 

i 

geseist; so ist zu zeigen, dafs (p{a,h,v) auch fOr jedes positive ganze 9^, wie 
fflr negative v und fflr i^ = verschwindet, welche Werthe auch a und h 
haben mögen. Schreibt man fflr v^ v — i und für h, b — i, wo i eine ganze 
Zahl bedeutet, so erhält man: 

wo zur AbkQrzung <pi fOr q>{a,b — i,y — t) gesetzt ist. Diese Gleichung werde 
mit f{b,i) multiplicirt und die Summe der Producte fflr alle't genommen, 
welche gflltige Glieder geben, oder auch, ohne solche i vorläufig zu unter- 
scheiden, fflr alle t von — oo bis -f oo. Es entsteht so die folgende Gleichung : 

22fib,i){b-i-j)jf{b-a-i-j\y-i-j) = ^M0K-. + 9.}- 

Wifd hier J = /i — i gesetzt, so verwandelt sich diese Formel in nachsiehende: 
22fibJ){b-fjL)^^,f(b-a-u,y-fi) = fMOK-i + 9/}, 

worin die Summation nach i sogleich ausfahrbar ist; man hat nämlich nach 
einem bekannten Satze: 

sab,i)(b-^)„,, = ^(-*M*-Ai)^i+^(-*-i)£.i(*-/i);.-.- 

Es ist aber f(fi, fi)=:i^ wenn /i = 0^ in allen anderen Fällen ist /(/i^ ^) = ; 
folglich ist auf der linken Seite die Summation nach /a nicht weiter vorzu- 
nehmen , sondern nur /i = einzusetzen , wodurch die zweifache Summe 
linker Hand den Werth f(b — a, y) erhält. Denselben Werth giebt aber auch 
die Summe: 

i i 

= (fl-»). + (fl- *-!).-! =f{b-a,y), 
daher ist 2f{bf i ) ipi = 0. 

i 

Nun ist aber bereits bekannt , dafs ipi = 0, wenn y—i negativ oder 
auch gleich Null ist; ferner ist f(b, 9)^=^0^ wenn t negativ; daher darf vor- 
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stehende Gleichung, mit Weglassung der sich nnroiltelbar als ungültig ankfln- 
digenden Glieder, also geschrieben werden: 

^^s'f{b,i)ip{a,b-i,v-^i) = 0. 

Wird hier nach und nach v = 1, 2, 3, . . . eingesetzt and beachtet, dafs 
f(b,0) = i, so folgt: 

für v=l (p(a,b, i) = 0^ 
für v = 2 <p(a,ö,2)-{-fib,i).(p{a,b—i,l) = 0, 

für »' = 3 (p(a,b,S)\-f{h,l).(p{a,b — i,2)-\-f{b,2).<pia,b—2,i) = 0, 

u. s. w. 

Die erste (lieichung (p(ajb,l) = gilt aber fOr jedes b, also ist auch 
(p(a,b—iy\)=:0 und folglich (p{a,b,2)=^0 wiederum fQr jedes b; also 
9(a^6 — 2, 1) = und (p{a,b — i^2) = 0^ daher 9 (a^ &^ 3) == 0, u. s. f. all- 
gemein (p (üy b,y)^=0 fQr jedes positive ganze v; wodurch die Gleichung (A.) 
erwiesen ist« Schreibt man darin ß-\'y Tür b, so kann sie auch leicht auf 
folgende Gestalt gebracht werden : 

^ iPi-^-Jh' 1.2.3.V-J ^r-Pr, 

WO alle Glieder der linken Seite durch a—ß theilbar sin^ so dafs die Formel den 
Quotienten ^''~ß auf eine besondere Weise darstellt; ich bleibe jedoch bei 

ihrer ersten Gestalt stehen , um noch eiüige Zusätze daran zu kndpfen. 
Wird die Formel (A.) mit x"" multiplicirt nnd die Summe der Producte 
von 1^ = bis r = 00 genommen, so folgt : 

22{b -M{b -a-j,v -j)x^ = 2a,x^ = (1+ xf. 

Vertauscht man hier y mit t-f-/, so geht diese Gleichung aber in: 

JS2{b-j)^f{b-a-j, i)a/^^ = (1 ^xy. 
Es ist aber: 

sf{b - a —j, f ) X' = ( 1 + xy-^-^^ + ^ (H xy-^-^^-' = (1 + x)«-*+>-* (1 + 3jp) ; 

dies giebt nach Aufhebung des gemeinsamen Factors (l-f-^^ die Formel:- 



oder wenn 4x(l-f^) = «^^ 2(l-f-a?)== l-}-yi-|-« gesetzt und a für ft-|-l 
geschrieben wird, so erhält man folgende Reihe: 




• 
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Setzt man in der Reihe (A.) ifir 6 den Werth v, multiplicirt wieder mit x"^ 
und addirl nach r, so entsteht: 



22iy -j)jf{v - a -j), v -j) x^ = Xa,x^ =^{\^ xy. 

Wird hier wieder t-f-j für v eingeführt, so erhält man auf der linken Seite: 

2JSijf(i~0,i)x^^^\ . 

oder weil J^iya?^=(l-f-a?)^ 

:?/•(! -ii,i){x(l + a:)}' = (Hx)% 

i 

d. h. wenn z die vorige Bedenlang behält: 

ii+y-i+ir = 8'|i+af+ü^(-f)'+ "°7^j;r'! (T)'+-l' 

Es sei jetzt a eine positive ganze Zahl n, und wieder b gleich v^ so giebt 
die Formel (A.): 

Multiplicirt man diese Gleichung mit x"" und summirt von v^=0 bis v = fi> 
so erhalt man auf der rechten Seite (l-j-^)"; setzt man auf der linken wieder 
vt=ij-\'i, so entsieht die Formel: 

22:ijf{i-n,i)x'^^ = (l+x)% 

worin jedoch nur solche positive Werthe von i uuAJ gültig sind, welche i-f-^' 
höchstens gleich n geben. E? wird aber für i=:n,/'(i— w,i)=/l;0,n)=(— 1)*~S 
und zu f = ii gehört der Werth von 7; also entsteht für i = n, j=iO in 
vorstehender Summe das Glied (— l)"'*'^:". Ferner ist: 

wenn n — 2f negativ ist; folglich beschränken sich die gflltigen Werthe von 
j auf die Reihe 1, 2, 3, . . . n', wenn n* die gröfste in y enthaltene ganze 
Zahl bedeutet, und da jyc=0 wird, wenn7';>t ist, so folgt: 

• • • • 

Shx^ = SifX^ = (1 +ar)'; 
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daher erbflll man: 
oder 

Alle diese abrigens längst bekannten Formeln ergeben sich, wie man sieht, 
mit grofser Leichtigkeit aus der Grundgleichnng (A.)) was zn zeigen der 
Mflhe werth schien; fQr den gegenwärtigen Zweck bedarf es ihrer jedoch 
nicht, wohl aber einer anderen Formel, die der zuletzt entwickelten ganz analog 
ist und ebenso wie diese aus der Grundgleichung abgeleitet werden kann. 

Sind nämlich v und w zwei Functionen von ^, so ist , , oder, 
wie ich kflrzer schreibe: 

also 



oder, r—j = i gesetzt: 

WO die Summation alle positiven Werthe von i und J umfafst, fQr welche 
t-f-j'^n ist. Hieraus folgt aber ebenso wie vorbin: 



MxAet der Bedingung i-f^^^« Es ist aber: 






daher folgt: 



iS«' 



(SU 

oder: 



• • • 



jI n(n— n'— l)(n— »'— 2)...(w— 2w>+1) ^ .^.h-j-o ^'^ 




iO. Min ding, zur Variationsrechnung. 305 

Mit Hülfe der Formeln (A.) nnd (B.) lassen sich nun die Jacobischen 
Sätze auf folgende Art herleiten: 

Der erste Satz kommt fast unmittelbar darauf zuröck. dafs ein Aus- 
druck J von der Form: 

sich auf nachstehende Gestalt bringen Ififst: 

wo die S durch ^, y und deren Ableitungen nach x ausgedrückt werden, 
von t aber unabhängig sind. 

Es ist (y//"*^ oder rf*(yO = -2'iw^/"'-^>/^^>, folglich: 

Werden hier alle Glieder zusammengefafst, fflr welche iti-f« denselben Werth 
l hat, so erhfiit man: 

wo ?ji = -2rm^mi_,yrf"""'(2ly^"'"^"*^'^) ist. Die Summation nach k erstreckt sich 

auf alle Werthe von l, welche gQltige Glieder geben, eben so auch die 
Summation nach f. Der Anblick der Formel fflr $x zeigt, dafs X die Werthe 
0, 1, 2, 3, . . . bis 2iii^ e die Werthe 0, 1, 2, . . . bis m erhalten müfs; 
wenn jedoch X kleiner ist als m, so werden alle* die Werthe von e ungflitig, 
welche gröfser sind als X. Wird noch für e, X — w-f-u eingeführt, so folgt: 

wo der Buchstabe c nur vorläufig zur Abkürzung für seinen Werth Jt— m-fli 
beibehalten ist. Um «nun den Factor y unter das Differentiaizeichen zu brin- 
gen, dient die bekannte Formel: 

V 

durch deren Anwendung ii folgende Gestalt erlangt: 

ii = 22{—iy mx^, fii, (m — €), rf'«-'-' (a y^^ /•'>). 

Es ist aber immer f/»^ (m — a)^ t= y/i^ (m — r)^f setzt man noch für c seinen 
Werth X — m-\-/ic, so ist iwa-tf = »»m-^ = wi^ * m— « — y = 2iii---il — /i — v; 
daher:- 

Jonrn«!! ffir Mathematik Bd. LT. Heft 4. 39 
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Um diesen Werlh auf das einfachste za schreiben , setze ich noch 
2tn — 2l — fi — v=:q und bezeichne ?ly^^y^*'^ mit Q(fi,y)^ so folgt: 

Dieser ohne alle Schwierigkeit sich darbietende Werth von 9i gewinnt nun 
eine neue Geslalt, in welcher sich die S leicht erkennen lassen, wenn man 
die Gleichung (A.) zur Verwandlung des Factors (m — y)i^^+u verwendet. 
Setzt man nimlich in (A.) m — i/ fflr a, X für b, l — m-\-fi fflr r, so folgt: 

J 

daher : 

wo die Summatiorien nach j, fi, v Oberhaupt alle gflltigen Glieder umfassen. 
Aus diesem Ausdrucke nehme man das zuy = gehörige Glied heraus, nfim- 
lich 22{—\Ymf,m^f(}. — m'\'V,l, — m'\-ii)d'^-^^Q(ji,v) und bezeichne es 

fA V 

mit d^^i, indem man setzt: 

Si = S2{-\ym^m,f{X-m^y,l-m'Y.ti)d^ Q{ti,v), 

fi V 

so wird, da durch Verwandlung von X in l—j, g=^2m — 2X — fi — r in 
q-{'2j abergeht: 

fi r 

daher : 

fi y 

Vergleicht man hiermit den vorstehenden VtTerth von ii, so folgt: 

ix = 2{X-Jl.d''^'^,^.. 

Oben war .^ + ?„< = Jr?,/(*>; also ist: 

J^%t = SS{X -j)j t <« d^-"^ Sa-> > 

oder wenn fär l, l-^-j gesetzt wird: 

J4^i^t = 22lt^^'^^d^''''^i. 

Es ist aber -S:/,7^'+^'^rf^^'©, = d^^it^^); daher: 

Bemerkt man nun noch, dafs zufolge der obigen Werthe g^ = 9^ = ^12"' (3ly<")) 
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ist, uad zieht demgemäfs die Gleichaog So< = Su' von der vorstehenden ab, 
so folgt: 

l 
wo die Sämroation sich auf alle güUigen Werthe von / erstreckt, mit Aus- 
nahme von / = 0. Die Betrachtung des obigen Ausdrucks für tSa lehrt aber 
sofort, dafs darin fi und v nur positive und nicht Aber m hinausgehende 
Werthe erhalten dOrfen, um gflltige Glieder zu geben; da nun f(a,i) = Oist^ 
wenn i negativ, so folgt, dafs S;i = wird für ein negatives X, da solches 
einen negativen Werth von l — m'\-fi herbeifähren und mithin in ^x den 
Factor f{X — m'\'y,X — m-f^) = machen würde. 

Es lafst sich ferner leicht zeigen, dafs der obige Werth von Sji keine 
Glieder enthält, für welche q negativ würde. Vertauscht map nämlich /i mit 
y, io bleibt Q{fA,r) = ^y^^y^''^ xinge&ndert^ eben so auch ^=2m— 2il— ^— y; 
es gehört daher in S^ zu einerlei Q{fi,v) und q der Factor: 

Dieser Factor ist aber nach einer frflheren Bemerkung gleich Null, wenn 
(i — iii-j-/x)-j-(jl — m -[->') = —y von Null verschieden und positiv ist; also 
kommt in der mit Si bezeichneten Summe ^ein Glied mit negativem q vor. 
Es bedarf kaum noch der Erwähnung, dafs derselbe Beweis auch gflllig bleibt, 
wenn /i^ = y angenommen wird. 

Es ist endlich noch zu zeigen, dafs der aufgestellte Werth von 9a 
auch der Bedingung entspricht, wonach für ^>>m^ 9ji = werden mufs. 
Dies ist aber augenscheinlich der Fall; denn wenn X'^m ist, so wird 
2X — 2m'\'fi'\-j/^=—q positiv, weil fi und v nur positive Werthe erhalten 
oder gleich Null sein können; da aber alle Glieder mit negativem q hinweg- 
fallen, wie so eben gezeigt worden, so folgt Si = fflr i3>iii. 

Demnach wird: 

wo : ^* 

und: 

q = 2m--2X — fi — r > 0. 

Es sei X — m-\-fi==^k, daher m — y — X = y-j-^i so läfsl der Werth von Sa 
sich auch also schreiben: 

SÖ,=2S(^ ir-'-^-*ma^,+i«i,.*{(y+*)»+ (qi•k-i),^^]d\ny^'^'''Y^'-^-'^). 

39* 
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Die Satnmationen nach q and k erstrecken sieb auf alle Werlhe, welche gfll- 
tige Glieder geben, also fflr g von Null bis m~X^ fflr k von Null bis sn der 
kleineren der beiden Zahlen i. und m — X — g. 

Ich setze einige nach diesen Formeln berechnete Beispiele her. Es ist : 

fQr m = 1 wird S5i = 2lyy. 

«1 = 3. «t= 3rf».«yr" — Srf.aca/y" — yy") + 3?l(3/y'- 2/y"'). 
a = 3rf.ar/ + 3a(2yy"-3y'y). «, = ayy. 



m = 4. »1 = 4rf».ayy"'+ idK^iyy'"— 4//") + 12rf.2l(2/y"— //*) 

+ 4?l(3y'y'-4/V"). 
55, = 6rf* . %yy" + 1 2rf. » ( y/" - 2//' ) 

+ 221 (y/^ - 16//" -{- 18y V ). 

55, = 4d.%yy-\- m (3yy" - 4// ). «4 = «rr- 



Nach dem zweiten Satze • Jacodts läfst sich die Variation von: 

WO F'= f{x, y, y, y",... /"^ ) , auf folgende Gestalt bringen : 

dV^ = %dy-\-d(%,dy>)-\-d\%df)-\--"^d'{%Jy^''^). 

dF 
Werden in der entwickelten Variation dV^ sämmlliche Glieder, welche -jt^ 

enthalten, von den übrigen abgesondert, so kann die Summe der letzteren 
passend durch (<^F..|) angedeutet werden, und setzt man noch zur AbkQrzung 
-^^ = <p, SO ergiebt sich : 

oder : 

fiSM J 
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wo gesetzt ist: 



f^.-. = ^'-<-&^y^')-\-^-^r-''-ä^^y'''- 



dyif> 



d*F 



Wird hier j^ = , ,^ ' ^^^ mit r und dy^f"^ mit w bezeichnet, so erhall man: 

also nach Formel (B.)? wenn durch {n — fiY die gröfste in ^*^^ enthaltene 
ganze Zahl angedeutet wird: 



t^^ 



^z'^'fii -\-fjL—n,i) dX»^-^""'^ ti7^'^ ). 



1=0 



Der Werth von /"(«-f,^ — »>•) ist: 

(n — ii)(n — II — t — \){n — ^ — i — 2) . . . (n — (jl — 2i-{-l) 

1 . 2 . 3 . . . • 

Stellt man endlich für v und w ihre so eben gesetzten Werthe wieder her, 
so folgt: 

wodurch iV^ — {dV^^ und damit dV^ selbst auf die verlangte Gestalt ge- 
bracht ist. 

Dorpat, im December 1857. 



''"^-^ = S'A'+^-»>Orf''-(rf--''-«(^-^;^)<yy^-'), 
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20. 

Sur une certaine classe de courbes de troisi^me 
degre, rapport^es h lignes droites, qni d^pendent 

de param^tres donn^s. 

(Par M. C. A. Bjerknea k Christiania.) 



'1: armi les courbes de troisieind degre il en existe une certaine classe 
qui merite, comme il me paralt, aoe attention parficoliere ; c'est celle qni est 
döfinie par Teqaation 

le Systeme de coordonnees suppose rectangolaire. Je me propose ici de di- 
veiopper quelques proprietes, appartenant a cette espece de courbes. 

§. 1. Pour plus graqde commodite nous mettrons d'abord T^quatioD 
precedente sous la forme 

(20 or^ + y' = (^'+g/>rr^->^')r+(;>r'-2rr^-pr^«)j: 

Cela pose, je monlrerai, qu'on peut*remplacer cette formnie par cinq otres, 
en introduisant les quatre nouveaux variables x, x^ y, y'. En effet on troove 
successivement 

(/»x+y)(a?»->^+r'-r«) ^2f{px^y) _2(x»+>^Xr--y)+2rr'(/»y-a: - 0, 

(/rar + y)(a?'-/+r'-O+2y(a?'4-y^) + 2(/»y-«)(ary4-rr')=0, 
ou enfin, en remarquant qne 

2y(a?»-|-r') = 3(pa;+y)yy — 2(/»r— «)y*, 
Maintenant nous introduisons la quantite nonvelle x et ptfsons 



(3.) j 



2x{x-py) = x»-y»-ff»-r^+2yy, 
x{y-\-px) = ay-frr*— ^r. 
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noQS posons de plus 

\ x' = px + y, 

c'esi jk dire 

X = x-y', y = Y-\-px-\-q. 

Par ces sabslitotions .les eqnations (3.) se {ransforment en les saivantes 

(1— ;»')x' — 2/»yx+y* — y" = r' — r'^-\.q\ 

/ix'+yx+yy' = rr', 
ou, comme on peat ecrire d*ane aolre maoiere 

x»_x"-fy» — y« = r'-.r^, 
xx'-f yy' = rr'. 
De cette maniere Tegaation (2.) sera remplacde par les cinq saivantes: 

x' — x'^ + y» — y" = f' — r'^, 

(6.) ( "',+"' = ':'; 

x' = px+y* 

$.2. Obseryons ici, qoe les quatre premieres de ces öquatioos (5.) 

« 

peuvent £tre r^uoies en denx Eqnations complexes. En effet, en posant 

(60 g = x+x'i, iy = y4.y'f, Q=zr'\'r'i/ 

I itant =}/ — 1, on ircovera les formales saivantes Ires Urgentes 

(7.) j^'^'^' "" ^'' ^' ^ '^^'^^^ 

qai par cons^qaent reprösentent la mdme coarbe qne r^qaation (2O9 d'ou nous 
sommes parties. 

S« 3. Essayons maintenant de donner une explication göometriqne dn 
risaltat, qae noas venons d'oblenir. 

La qaantiti complexe § reprösente nn point dans le plan; comme la 
relation x'^px-^-q existe entre les qaantit^s reelles et variables x' et x, 
il s^ensnit, qae le point S se ment sar la m£me droite, qn'on reprösente 
ordinairement dans le Systeme reclangalaire par Tiquation y=:|?x-f ^. 

La Gonrbe, döcrite par Targament S, 6tant connne, on tronvera, qae 
le point t] dicrit one ceriaine aotre coarbe, ane troisieme coarbe sera enfin 
parcoarne par le point ^-f ^* 
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■ 

De möoie le point x-{-yi se meut aussi sar une eertaine coorbe, si 
entre les quantitSs reelles x et y il existe une relation. Cette relation est 
exprimee per la rormole (2.)<t et I'on voit facilement, que le point ^-f>^ 
decrit la mdme courbe, qa^on represente ordinairement dans le systemC rectan- 
gulaire par la dite equation. 

Enfin la formuie §-\- rfl = j:-\-yi exprime, que la courbe, parcourae 
par le point ^-{-tii, defini par les equations 5* -|- 17* = p*^ x'=/!ix-fy> e* 1« 
courbe, parcourue par le point X'\'yi, defini par la formule (2.% sont identiques. 

$. 4. Faisons ici une petite digression pour donner une generalisation 
de la representation geometrique des equations. 

Supposons, qn'on ait entre les qnantites complexes et variables I et 17 
les relations rj = F§, x'=:/x; on voit alors, que les courbes, decrites par 
Targument £ et la fonction rj, seront completement determinees ainsi que celle, 
que parcourt le point ^-f 17^ Cette derniere courbe peut ötre consideree 
comme represenlant requation complexe 7] = FS, quand on la rapporte ä nne 
courbe de Pargument x'=fx. Ainsi nous distinguons entre les representa- 
tions d'une fonction et celles d'une equation. 

Voyons maintenant ce qui arrive, lorsque les quantites ^ et 17 de- 
viennent reelles. Pour que Targument | seit reel, il faut, que x' = 0; la 
courbe de Pargument sera donc une droile, qui se confondra avec Paxe X; 
il faut de plus faire varier les vaieurs de i = x entre des limites asses 
restreintes, afin que t] puisse toujours ötre reei et egal a y. Les equations 
precedentes se transforment donc en une seule reelle, et Pexpression ^-f^ 
devient x-f-yi- On voit, que, si entre les quantites reelles x et y il existe 
une relation y = Fx^ la courbe, decrite par le point x4:y<> est la möme 
que Celle, qu'on represente ordinairement dans un Systeme rectangulaire par 
Pequation y = l?'x, 

La coarbe r] = F^, x'==/^x, etant ainsi definie, on observe facilement, 
quMl faut mettre ^-|-i;j = :r-f yt et eliroiner entre ces trois equations, qui 
du reste sont equivalentes ä cinq equations reelles, les quatre quantites x, x\ 
y. y\ pour trouver une dquation reelle entre x et y, qui dans le Systeme 
rectangulaire represente la möme courbe. Bornons-uous ici a ces remarques, 
que nous nous proposons de developper une autre fois avec plus de detail, 
et revenons a notre sujel. 
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§; 5. Apres avoir transforme reqaation donnee et Tavoir remplacee 
par les trois formales nouvelles (7.), il est natural de coosiderer la coarbe 
dans ses relations avec la droite, decrite par le point S, c'est ä dire, la 
droite z' = /eix-|-^ et avec ane ligne (f, dont la projeclion sur Taxe X est 
egal a r, sar Taxe Y egale a r^. Appelons la droite x'=:/ix-f ^ la droite 
de Pargument et la ligne q^ dont la longaeur et la direction sont determfnees 
par les deax projecttons, le rayon complexe. Ainsi, au lieu de considerer 
directement les pariamelres a, b, c, d, ou autrement p, q, r, r', neos pre- 
f6rons considerer deux lignes; Tone de ces droites a une posilion, determinee 
par les parametres p et q, Tanlre a une direction et une longueur delermineea 
par les parametres r et r'. A an changement dans le Systeme p, q, r, r' 
correspond an changement dans la position de la droite de fargument oa dans 
la direction oa dans la longaeur dn rayon complexe, et Tice Tersa. 

§. 6. Avant d'entrer dans une discussion de la courbe donnee, ef- 
fectuons encore une fois une transFormation, en introduisani des coordonnees 
polaires. Posons donc 

!a?-f-yi = r(cosP4-tsinP^, 
r-f r't = r(cosÄ + tsinll), 
p = tgP. 

Cela posi, on didult de requation (2.) la suivante 

roi r^ — r^ rsin(P+P-2i?) 
^v.j r — ^; r8in(P— P)— 2flfC0sP 

Gelte equation sera verifi^e, en posant 

A -2 8in(P+P— 2Ä) 

La prämiere de ces formales indique que Torigine des coordonnees est un 
point sur la courbe. Du reste, comme la seconde est du second degre par 
rapport a r, il est plus commode de supposer que r est une quantitö alge- 
brique positive ou negative, au lieu de la considerer toujours comme positive, 
et ainsi nous pouvons dire que, pour chaque valeur de Tangle polaire P, ou 
il y a deux rayons vecteurs, ou il n'y en a pas. II faut en effet remarquer 
qu'il y a ici une condition necessaire, c^est que r et P soient toujours r^els. 

On observe encore que le rayon complexe (»=r-f r't=r(cosJS-f''fiinJS) 
est une ligne droite, d'une Ipngeur r et d'une direction determinee par Tangle R. 
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Qaant a la droite represenlee par Targament |^ sa direction est fixöe par 
Tangle P, qu'elle fait avec Taxe X. 

§• 7. Examinons maintenant quelques variöles particulieres , qu^on 
trouvera en changeant convenablement la position de la droite § et la direction 
du rayon (>. 

Supposons que la droite de Targument § passe par Porigine des coor- 
donnöes; on aura donc ^»=0, et Tequation de celte drotle sera x'=:px\ 
requation polaire de la coiirbe donnee prendra la forme 

,2 _ ^ rsin(P+P-2Jt) ^^ ,2 ^ sin(P + P-2Jt) 
^ ~ ^ rsin(P-P) ' ^ ^ — ^ sin(P— P) 

Gela pose, faisons lourner le rayon complexe (f de teile maniire qu*il ob- 

tienne la möme direction que la droite |. On aura donc R = P, et Ton 

trouvera par suite 

, _ ^ sin(P-P) 
"" ^sin(P— P)' 

Ici on peut verifier, en posant t^ = x\ si P est difförent de Pf si au con- 
traire P = P^ on peut donner a r une valeur reelle quelconque. Ainsi la 
courbe correspondanle cherchee se compose d^un cercle, dont le rayon est 
egal ä la longueur x du rayon complexe (), et dont le centre est Porigine des 
coordonnees, et d^un autre cöte, d'une droite qui se confond avec la droite 
de Targument g. 

Posons plus speciaiement JP==0; la droite § se conFondra alors avec 
Faxe X, son equation se reduisant a x' = 0; la quantite complexe ^8=:x-f-x't 
se reduira a la quantite reelle x. D'apres Thypothese faite, on aura aossi 
Ä = 0; le rayon (>i=r-f-r'f = T:(cosil-f tsinÄ) sera donc de möme r^el et 
egal a r ou r. Les deux courbes cherchees seront le cercle et une droite 
qui se confondrp avec Taxe X. Quant a Tequation complexe (7.)i eile se 
transformera en Celles ci 

(10.) r'f'.^'"'. 

Concevons maintenant encore plus particnlierement qu^on donne a Tar- 
gument x des valeurs reelles tellement restreinles, ou, en d^autres termes, sup- 
posons qu'on fasse parcourir ä Targument | Taxe X entre telles limites qua 
la fonction tj ou y-f y't soit reelle et egale ä y, et voyond alors ce qai 
arrivera. Dans ce cas les deux equations precedentes se transforment ea 
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Celles ci 

(11.) x^-fy^ = r% x + yi = ^ + r»- 

Od obtieot doDc, parcequc x, y, x, y sont reels, x^=x, y = x> et par saite 
on trouve requation d'un cercle 

Ainsi pour toutes les valenrs de x entre les limites x = — r et x = -}'^ 
les equations (10.) representent le cerle da rayon t; en donnant a x toutes 
les valears reelles en dehors de ces limites, on obtiendra par cons^quent 
Tautre partie, la droite, qui se confond avec Taxe polaire. On peut aussi 
verifier facilement ce dernier resallat; en effet, x etant < — r ou >-f-r, 
i^sy-fy^i se reduit a la qnantite imaginaire y^t; on obtiendra donc 

x'— y' = r, X — y' = Är + yi, 
par saite on aura 

y = 0. 

On voit aussi que cette droite se confond sartout avec Taxe X; car on d^- 
duit que x^ — x^ = {x — x)\ d'ou Ton conclut facilement qa*en donnant ä x 
toutes les valeurs reelles en debors des deux limites — t et -f ^9 ^ obtiendra 
a son tour cbaque valeur reelle entre — oo et -f^- 

Supposons maintenant, en deuxieme lien, qu^on fasse tourner le rayon 
complexe (f jusqu'ä ce quMl devienne perpendiculaire a la droite de Targument 

S; on aura donc R = P±y ©t Ton trouvera par suile 

o _ ^ sin(P-P) 
^ ~ ^sin(P— P)' 

Cette equalion ne peut £tre satisfaite qu'en posant P = P. Dans ce cas la 
conrbe cberchee consiste seulement en une droite, qui se confond avec celle 
d^crite par Fargument |. 

U existe cependant une posilion intermödiaire du rayon complexe (f, a 
laqnelle correspond une forme remarquable de la courbe. Mettons donc en 

dernier lieu iS = P±x9 ^° trouvera dans Tun ou Tautre cas 

r' = — r'cotg(P — JP) ou r^ = +tp'cotg(P— P). 

Si Ton donne ici a P la valeur 0, c'est a dire, si la droite § se confond 
avec Taxe X, on aura 

r^ = — r^colgP ou r* = -ft^cotgP; 

si au contraire on pose P=z—^ en d'autres iermes, si la droite § se con- 

40» 
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fond aTeo Taxe Y, on Iroavera 

p* = 4-r'tgP ou r^ = --^\g?. 

Sil 
On obtiendra des rSsuItats analogaes, en posant R^=P± — - 

$•8. L'equalioii polaire de la coorbe g^nörale peat 6tre öcrile de 
cette maniere 

^ ^ 8in(P— P) 8in(P — P) 

II faot ici qae toates les quantitös soient röelles; quant a r, on ponvait le 
prendre toujonrs positif, nous pr6ferons, comme nons Tayons d^ja dit, le con- 
sid^rer comme one quantite algebrique positive on negalive. 

Cefa pos6, on voit qu'& cbaqoe valenr de P entre ces limites, entre 
lesqoelles il y a des racines reelles, correspondent denx rayons yectears r. 
Cberchons donc la condilion de röalitö. Cette condition sera evidemment 
exprimee par la formule 

^^cos^P^ r' sin (P - P) sin (P + P— 211) ^ 
00, en ddcomposant le prodnit des sinos en somme de cosinas, 

(13.) ^cos'P+it*cos2(P—Ä) — 4i'cos2(P~Ä)^0. 

De cette demiere formule -on tire facilement tontes les valeors de Tangle 

polaire P, ponr lesqoelles il existe des rayons vectenrs. 

Sopposons plos spScialement qoe Ja droile de Targument f passe par 

Porigine des coordonnöes. Alors on aora ^ = 0, et la condition de r6alit6 

sera ainsi 

(14.) cos2(P — il)<cos2(P— Ä). 

Les valeors des limites poor Tangle polaire P seront par cons6qoent 

(15.) 2(P-ll) = qF2(P-il) 

00, si Ton veot, 2(P — JS) = ±2(P — JS)-f molliple (2^1}. Si Ton peot 
cboisir le moltiple de teile maniere qoe — 2(P— jB)-}- multiple 2(7z) seit 
compris entre et n^ on verra qoMI faot augmenter Tangle polaire P poor 
satisfaire a rin6galili§; si ao contmire cet angle constant est compris entre n 
et 2n, il faodra diminoer les valeors de P. 

§. 9. Si dans reqoation (12.) on sobslitne les valeors de P, diter- 
min^es par les formales (15.), on obtient les rösoltats soivants 

(.6) <'■"'" — ''"*'' '=" °° =siäS^' 
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Par la premiere formale on voit que si Ton change la longueur r dn 

rayon complexe (f, on obtient un Systeme de courbes qai se coupent daos 

Torigine des coordonnies et dans le point 

P — 2Ä— P r — ^I^P 
P — ^^-^^ ^ — 8in2(il-P) 

De plus, en maltipliant les longoeurs des deux rayons Tectenrs fiois et 
diff^rents de z^ro, on tronye le prodnit i^. La courbe a donc cette pro- 
priete, qne ponr les denx angles polaires, auxqoels il ne correspond plns qn^nn 
rayon vectear, le produit des longoenrs absolnes de ces rayons vecteors est 
ögal a r% on en d'aatres termes la longueur du rayon complexe q est la 
moyenne geometrique de ces deux rayons vectenrs. 

§. 10. La propriöte önoncee est cependant plus gSnörale encore. Con- 
sidSrons les rayons vecleurs, correspondant aux angles polalres P^R-^Q-^nn 
et F =: R — Q^nn, et appelons les valenrs correspondantes des rayons 
vecteurs r^i^g et Tji^q. Alors si Ton substilue dans la formule (12.) ^ on 
trouve 

,,^ 2(ycosP , ^ sin(Q-Jt+P) _ ^ 
^ + 8in((?+il-P)'^ ^sin(Q+R—P) ~ ^' 

^^^ 2^cosP , ^a 8in(g+it- P) „ n 
^ + siniO- R-^-P) siniO—R+P) ~ ^* 

On observe ici, que Tune de ces öquations se change en Tautre, en changeant 

r en — ; on peut donc conclare, que 

(17.). r^ = ^R^Q*^R^Q' 

II s'ensuit que la longueur absolue du rayon complexe ff est egale a la 
moyenne göom^trique de deux rayons vecteurs, qui sont symötriquement placös 
par rapport & la direction R de ce rayon complexe. 

On peut encore demontrer cette propri6l6 d^une autre maniere, en par- 
tant immödiatement de requation complexe |^-|-17^ = (>^ 

§.11. Si Ton cherche les asymptotes de la courbe donnöe, on obtient 
facilement de Tiquation (12.) 

rsin(P — P) = 29COSP 
on, comme on peut öcrire en ayant egard aux formules (8.)^ 

(18.) y = px-\'2q. 

La courbe aura donc une seule asymptote, qui sera parallele a la droitb, de- 
crite par Targument S et situ^e ä une dislance double de Torigine des coor- 
donnees. 
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§. 13. Par requation (12.) od Irouve de plus, en designant la moyenne 
arithro^tiqae des denx racines par r^, que 

qcosP 

**' ~ 8in(P~P) 

ou, eo developpant et posanl ensuile ri(cosP-j-«sinP) = ari-j-yi», 

(19.) y^ = px^-^-q. 

On voit donc que si Ton divise en deux parties egales toutes les cordes qai, 
prolongees , passent par ce poinl de la courbe qu'on a pris pour rorigine des 
coordonnees, et qui se terminent en de.ux autres points de la courbe, le lieu 
geom^trique de tous ces points de division sera la droite de Targument | ou 
certaines parties de cette derniere. Lorsqu^on a ^ = 0, le lieu geomelriqne 
se reduit a un seul point, Torigine des coordonnees, qui de cette maniere est 
le centre de la courbe donnee. 

§. 13. Cberchons aussi le lieu geometrique de tous les points milieux 
sur les cordes paralleles ä la droite §. 

L'equalion de cette droite etant x' = pX'{'q, il faut d'abord substi- 
tuer dans Tequation de la courbe (2.) la valeur de y, tiree de la formule 
y=spx'\'k; ainsi on obtient 

(i+;,')xH2M^+*' = g(A'(>-'->-")+(/'*-i);;;;)^+(r'-r'H2A>rW)A. 

On trouve donc comme abscisse d*un point milieu sur une des cordes paralleles 

ä la droite ^ 

_ p(r*— + (;y*~l)rr^ pk 

~ (l+/'*)(*-29) i+/i*' 

enfin on obtient le lieu geometrique demande, en ^liminant k entre cette 

derniere equalion et requation y = pX'\-k; ainsi on aura, apres avoir effectue 
les reductions, 

(20.) {x^py){y-px^2q)^{r^^pr'){y-pr) = 0. 

On peut donc enoncer que le lieu geometrique de tous les points 
milieux sur les cordes paralleles ä la droite | est une byperbole equilatere. 

§. 14. On voit encore que les deux asymptoles de cette hyperbole 
seront 

(21.) y = px^2(i et y = -^x. 
L'une de ces asymptotes est donc parallele a la droite ^, et se confond avec 
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rasymptole de la coorbe donoee, Tautre est perpendicnlaire a la droite ^e 
TargaineDl S et passe par Torigine des coordonnees. Si Ton Fait varier la 
longoeor el la direction du rayon complexe, Thyperbole equilatere et la courbe 
donn6e varieront aussi, landisqae leurs asympiotes resteront invariables. 

Apres avoir trouve les asymptotes, on obtient facilement les coor- 

doonöes du centre x= — TTT^ ®* y = . , t ; le centre sera donc le point 

(22.) 2gtosP{co3(P+ y) + t-sin (JP+ y))- 

On voil donc que, dans T^quation polaire de la courbe donnee, Texpression 
29COSP represente la dislance de Torigine au centre de Thyperbole equilatere. 
En rapportant cette derniere courbe a son centre Tequation (20.) 
prendra la forme 

(23.) (x+^yKy-px) + {r+pr')(r^-pr) = 0. 

Si Ton introduit les coordonnees polaires, les deux formules (20.) et (23.) 
se changent en 

jsin2(P — P)r' — 4ycosPcos(P — P)r + r'sin2(ß — JP) = 

^^^'^ 1 r^sin2(P — JP) + r'sin2(Ä-JP) = 0. 

En posant dans la derniere formule P = Ä+-^9 on trouve r = +r; 

ainsi les rayons vecteurs du centre de Thyperbole, perpendiculaires a la 
direction du rayon complexe, ont la m^me longueur que ce dernier. 

Pour trouver le carre du demi-axe de Thyperbole equilatere, il faut 

poser P = JP-|-— ou P = P — -j-; on obtiendra donc 

(25.) ä" = ±t'sin2(P — Ä) 

a^ etant le carre cherche. Cette expression joue un röle dans plusieurs for- 
mules; nous allons ici en donner quelques applications. 

On a vu que, si Ton change la longueur x du rayon complexe q, on 
obtient un Systeme de courbes, qui se coupent dans le point P = 2R — P, 

2/7 cos P 

r= . ^^.» p. et se toucbent dans Torigine des coordonnees. Tirons 

maintenant une droite qui joigne ces deux points, et appelons d^ la longueur 

absolue de cette droite, qui du reste toucbera les courbes dans Torigine; on 

aura donc d^apres les formules (16.) 

27 cos P 



(26.) do = ± 



sin2(Ä— P) 
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Appelona de plus d la distance absolae entre TorigiDe des coordonnees et le 
cenire de Thyperbole eqoilalere, nous aarons de cette maniere 

(27.) d = +2^co8P. 

Cela pose, en prenant une courbe qaelcooque dans le Systeme, et eo employant 
la formule (25.)) on troavera cette formale remarqaable 

On aora une auire formule remarqaable, en partant de la seconde des equations (1 6.) 
P = P, r= + oo et r=^^^^ — ~p * Appelons ici äi la longueor ab- 
solae de ce rayon vecteur fini, qui correspond a an angle P = P^ c'eat 
a dire, au m6me angle que la droite de Targument | fait avec Taxe JT; 
on aura övidemment 

(^».j «I — ±^ 2,cosP ' 
et Ton troavera par suite 

(300 dd^ = ä'- 
§. 15. Cberchons les intersections entre la courbe donnee et 1 byper- 
bole equilatere. Leurs equations, exprimöes par des coo*'donn6es polaires, seront 

(31.) r(rsin(P — P) — 2y.cosP) = r'sinCP + P— 2/1), 
(32.) 2rcos(P — P)(r8in(P— P) — 2ycosP) = i:^sin2(P — Ä), 
d'oü Ton conclut, en divisant, 

< = sin(P4-P-^2Jt) 

2co8(P— P) sin2(P— il) 

On ne peut pas en effet avoir rsin(P — P) — 2^cosP = 0, parceque cette 
equation represente Tasymptote commune des deux courbes. De la formale 
que nous venons d^obtenir il rSsulte de plus 

. 2 sin (P + P— 2 Jt) cos (P — P) . 

* ~ sin2(P— il) ' 

i _ sin 2 (P ~- Jt) 4- sin 2 (P— B) 
~ sin2(P— Ä) 

ou enfin, except6 le cas oä 2(P— ü) est egal a an multiple de n^ 

(33.) sin2(P-il) = 0. 

On voit donc que les intersections sont situees dans Pane ou Pautre 
des deux droites passant par Torigine des coordonnöes et ayant la möme 
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direclion qae le rayon complexe ou une direction perpendicolaire ; car on voit, 
qne ces droites fönt avec Paxe X les angles P = /l oa Ps=i2-f -o"* ^^ 
celte maniere il pent arriver, qu'on ait 4 intersections ou que Ton n'en ait 
qne 2. En effet, la condition de reaiite du rayon vecteur etant (13.) 

y'cos'P-f r'8in(P-P)sin(P + P — 2Ä) ^ 0, 
on trouve, en subslituant P = Jl ou P = JB-j--2-, 

(34.) q" cos' P-^ sin' (Ä — P) ^ 

ou 

9'cos'P+t^cos'(Ä — P) ^ 0. 



La derniere condition sera toujours remplie, par suite il existera toujours deux 
intersections, appartenant a la droite P = JR-f -o") '^ premiere condition au 
contraire ne pourra pas ölre satisraite dans tous les cas. On n^aura par 
exemple que deux intersections, si y = 0. 

§• 16. Apres avoir traile Tinterseclion de la courbe donnöe et de Thyper- 
bole eqnilatere, considerons encore celle de la premiere courbe de et Tasymptote 
commune. Nous aurons alors en möme temps 

r(rsin(P— P)— 2ycosP) = r'sin(P + P— 2JB), 

rsin(P— P) — 2ycosP = 0, 

d*ou il resulte, que 

(35.) p = m-p, , = -^^p^- 

Le point cherche sera donc identique avec celui oü so coupent mntuellement 
toutes les courbes, appartenant a differentes valeurs de la longueur r du rayon 
complexe. 

§. 17* Nous avons donnö la forme suivante a T^quation polaire de la 
courbe proposöe 

r(r8in(P — P) — 2ycosP) = r'sin(P+P-2ll). 

En introduisant un nouveau parametre u, on peut ecrire d^une autre maniere 

rsin(P — P)— 2(9 + ti)cosP = 0, 

, _ o rsin(P+P-2g) 

2mcosP ' 

ou enfin, lorsqu'on transforme en coordonnees rectangulaires, 
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•«^T7 «* MOOSP /Tt«^ «cosP ' 

oa 

(3Ö-) (/ t*iin(p-2it)Y , / t*cog(P— 2it)y _ / t* y 

Ainsi la courbe donn^e est le liea geom^trique de tous les points d*in- 
tersection, correspondant aox oiömes valears du parametre variable u dans 
une soile de droites, paralleles a la droite de rargament |, et nne suite de 

r* 

oercles. Les rayoas d« ces cercles sont ^ganx i -r- — p« lean oeotres sont 

*" P*^°** 4;^(sln(P-2Ä)+tco8(P-2ll)) 00 

jj^(cos(|.~(P-2l8)) + .-sin(^-(P-2il;)); 

ils sont distribuds sur la droite P=7 — (^ — ^^)'i 9^^ passe par Torigine 
des coordonnöes, et qni dans ce point est normale i la coorbe. Les distances 
des centres de celte origine sont ögales aux rayons ^ p* 

Ou peot donc facilement constraire la coorbe en constrnisant les 
paralleles et les cercles correspondants. 

Cependant si Ton a d6j& constrait Thyperbole öqnilatere (2309 qoi est 
le tieu göomötriqne de tons les points milieax sor les cordes paralleles a la 
droite de rargnoient, on pent plas facilement opörer de la maniire snivante. 
Do point dMntersection de cette byperbole et de qnelqo'nne des droites 
Y^=pX'\'2[q\u\ paralleles a la droite de Targument f^ on ölöve one per- 
pendicalaire. SMI existe sur la parallele deux points, appartenant a la conrbe 
cberchde, ils appartiennent aussi a un cercle (36.) dont le centre est sitoö 
snr la dÜte perpendicalaire; mais ce centre est aossi placö sor la droite 

V z= -^ — {P ---^K)^ il est par cons^qoent complelemenl döterminö. Deplos, 

le cercle passe» comme nous le savons, par ce point de la coorbe qoi est 
i^origine des coordonnees, par soite le rayon sera aossi conno. On peot donc 
constroire le cercle correspondant a la parallele, et troover les points dinter- 
section siloes sor la courbe.. 
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IL 

$.18. Noos ne traitons plas le cas gönöral; nons sopposons main- 
tenant qne ^'^O^ ra d'autres terines, qoe la droite de TargumeDt $ paase 
par rorigine des coordonnöea. La conrbe qae noas ayons k considirer est 
dono la suivante 

oa 
(37.) / ^ — rin(P4.p-2J) 

^ ^ ^ '^ ~ * Mn(P-P) ' 

oa enfin 

1^ i7> n ^tant des qaaDtttös complexes, qai sont respectiveonent Egales a x-j-x't^ 

TAchons d'abord de donner quelques aatres formes aox deox premieres 
formiiles poar montrer avec quelle simplicite elles s^expriment, lonqa'oD in* 
troduit les qaantitis complexes. 

DisigDons la partie reelle d'one quantiti complexe qaelconqne 
lJL=im\n(li par YX{fi) et le coefficient de t dans la partie imaginaire par 
Iin(/i) de maniere qu^on ait 

(38.) II = Rl(^) + iIm(A.), 
dösigDons de plas 

1 4- /w = 15, 1 — /w ~ W; 
noos troaveroDs alors, en remarqoant qoe 

(40.) \m{iiv) = Rl(iei)Ini(y)4-Rl(i/)Im(iu), 
qoe la premiere des eqoations (37.) se peot meltre soos la forme 

IImU'5^ — p'iort == 0, 
00 

$«19. La deoxieme des formoles (37.) peot £tre mise soos la forme 

, _ ,a sin(P-P~2(JI~P)) 
^ — ^ sin(P-.P) ^' 

d'oü Tod lire facilement 

41» 



324 SO. Bjerhnc8s 'tir une certmne clasne de courbes de iroUihne degri. 

(42.) ..(p-p) = ,.::fi,'/!i-^i," 

P — P est doDC rangle qoe la droite, representee par la qua^tite complexe 
t^co8 2(JB — P) — r^-f iVsin2(Ä — P), fail avec Taxe X. Sans changer cel 
angle, on peat diviser la quantite complexe par une qoantite reelle et positive 
))^ = l-f/'^= le carre du module de la quantite complexe 

m = \'\-pi = })(cosP-f-isinP); 

on aura donc, en dösignant Tangle que la droite, representee par une quantite 
complexe quelconque fi, fait avec Taxe X^ par ang(//) 

P-P = ang{ll£cos2(Ä-P) + i8in2(Ä-P))-^| 

ou enfin en remarquant que 

W = 1-f/w = })(cosP+isinP), si /? = tgP, 

(43.) P-i. = .„g(^_r;). 

On pent anssi ecrire 

(44.) P_J. = ..g^_^), 
ou encore d^une autre maniere 

(45.) P-P=Imlog(|l-^). 

Supposons ici qu'on ait P=0, /l=:0, en d^autres termes, que le 
rayon seit r6el et que la droile de Targument ^ se confonde avec Taxe X; 
alors on aura )> = l9 m^=z\^ Q = h ^^ P^r consiquent on Irouvera 

P = ang(r^-r^). 

II s'ensuit que Tangle polaire P est egal ä ou a :7i^ si les valeurs de r^ 
sont differentes des valeurs de x\ mais quMI est arbitraire, si t^ = x\ C*est 
aussi ce a quoi il fallait s^attendre ; car cette courbe^ comme nous Tavons vu 
dans §.7, est composie de deux courbes, une droite, qui se confond avec 
Taxe X et correspond aux valeurs de r^ differentes de celles de c^, et un 
cercle qui correspond a r^ = t^. 

$.20. Voici encore une autre forme qu'on peut donner a T^quation 
de la courbe. Comme on peut ecrire 
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fl s^ensnit qae 

, ootg(P-Jt) 

r^ "r cotg (P—it) 

■" . cotg(P— Jt) 

cotg(P— it) _ ^"^\ ?/ cotg(P--H) _ ^'^r* 

cotg(P-Jl) / r*^' colg(P-il) . r* ' 

Par ces ^quations on voit que le rapport -{- est la möme fonction dn rapport 

COlgfP — Ä) J -^« . X • COtg(P — 11) 

^^p_ p^ comme ce dernier, pns en sens oppos^ oa inverse \ iP—R\ 

coig(P— Ä) ,♦ , . . . , . r» r* 

ou — i (v—R\ ' ' ®^* "^ premier, pns en sens opposö ou mverse — i ou -y • 

§.21. En regardant requation polaire (46.) on observe, qu*on pent 
poser 

On voit donc qne si la droite de Targument S et le rayon complexe q se 
tonrnent de maniere qne Tangle compris entre ces denx lignes reste con- 
atant, la conrbe donnee ne fait qne changer de position. Elle tourne de la 
mönie maniere autour de Forigine des coordonnees comme la droite de Tar- 
gnment i laqnelle eile est rapportee. 

On peut par ezemple salisfaire anx eqnations pr£c6dentes, en posant 

P = P, Ä = et P, = 0, JBi=— P 

et en m£me temps 

P = P,+ P,. 

il 8*ensait qne les courbes 

lr+^' = t'(cos2P— tsin2P), x' = 0, i^Tji = xi-yi, 

c*est a dire, qne la conrbe avec le rayon röel r, rapporl^e a nne droite de 
Targument S, qul passe par Torigine des coordonnees et qui fait un angle P 
avec Taxe X, et qne la conrbe avec le rayon complexe q de la mgme Ion- 
gnenr r et d'une direclion delermlnee par Tangle — P, rapportee a nne autre 
droite S, qui se confond avec Taxe X, ne different qne par rapport a la 
Position, et qu^il faut tourner la derniere conrbe d'un angle egal a P pour 
la ramener a la möme position que celle de la prämiere. 
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§. 33. En considerant la troisiime des formules (37.) et en 
marqnant qae f = x-f-x'i, ij=y-j-y'f, (>=:r-|-r'i, on Iroave facilement 

/>x*-j-yy' c= rr\ 
d'oä Ton tire, en eliminant x, la relation suivante entre les variables reelles y 

(49.) l ou 

/ (y+A^yOCy-A^y) = (r+A^r')(r'-;ir). 

Le Point 17 on y-f y't decrit donc nne hyperbole öqnilalere, et Ton voit fa 
ment, en observant la formale (30;) et en y posant 7 <= 0, qne celte hy 
bole, parcourue par la fonction ti, est la conjagnie de Thyperbole öquila 
qni est le lien göometriqne de Ions les points milienx snr les cordes, paral 
ä la droite de Targument ^. 

$.33. NoQS avons considörö Tinclinaison P — P da rayon vet 
par rapporl a la droite de Targament; considerons maintenant Tindinaiso 
la tangente par rapport aa rayon vecteur. 

Si Ton designe par (r, Tangle compris entre an Clement d 

coarbe et le rayon vectear correspondant, on aara tg(P, = r"gp"' A 1 
de la formale (43.), on tronvera dono facilement 

i f f\ — 2r'r«8in2(Jt^P) 

«gtr,^; — t*— 2r^r*co82(il— P)+r^ * 

Cette formale pent enoore ötre ecrite de cette maniere 
tg(P,0 = -^log(r*-3r'r^cos3(Ä-P)4-i^)» 

on en divisant Texpression comprise entre les parentheses par la 
constanle p* et ayant 6gard a la definition ^ = Rl(/i)-f <'Im(i^) 

(50.) tg(r,0 = ^Rllog(-^— i^). 

Par cette derniere öqnation on voit qae la tangente de T 
fait Tölöment de la coarbe avec le rayon vectear est egale a la i 
la partie reelle da möme logarithme, dont la partie imaginaire, di^ 
donne Tangle compris entre le rayon vectear et la droite de Parf 

§• 34. Exprimons maintenant tg(r, t) comme fonction de Tai 

On a d^abord \^{T^t)=^ — ^; or de reqnation (4&) on tire 

's? 
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dl t* 8in2(H— jP) 

' aP ~ 2 «in*(P— P) ^ 

on tronvera donc qne 

i^fr l\ ^ o 8in(P + P-2R)sin(P-P) 

; ^i"2(^-^) ' 

tir^r /^ — C082(P-H)-COS2(P~g) 

*«(^^') = 8in2(P-il) 

On Yoit par ces formoles qne Tangle compris enlre le rayon vectenr 
et relement correspoodant de la conrbe est independant de la longuenr do 
rayon complexe. Ainsi si Ton compare deax courbes, qni correspondent a la 
ni6me droite de Targument, passant par 1 origine, et k deax rayons complexes 
de la mdme direction mais de diffirentes iongneurs, les ölemeots, correspon- 
dent au möme angle polaire, seront paralleles. 

Da reste, comme les equations des flenx coarbes sont 

, _ o Sin(P+P-2g) ^t ^ ^ 8in(P+P-2Jt) . 
^ — "^ 8tn(P-P) e« n =» r, ^r-L___, 

il s'ensnil qne le raj^ort entre deox rayoni vectenrs correspondants est 
une constante; les deox caurbes seront donc semblables. 

§. 25. Comme Tangle (r, t) est celni qne fait le rayon vectenr pro- 
long^ avec Til^ment de la conrbe v correspondent a an accroissement positif 
de Tangle polaire^ il sera facile de trouver rinclinaison de cet Moment par 
rapport ä Taxe JT on & la droite de Pargament f. 

On a en effet, en appelant T Pangle qne fait Tel^ment de la conrbe 
00 la tangente avec Taxe X, T=(r, /)-}-P; ponr Pinclinaison par rapport 
a la droite de Pergament on anra T — P. 

Cela posd, on obtiendra aisement en faisant nsage des formales (46.) 
et (51.) ces valears particalieres correspondantes : 

r' = 0, P — JB = + (Ä-P) alors (r,<) = 0, T-P= 2(Ä— P), 

T^x\ P-Ä = y - (r,0 = f-(Ä-P),T-P=7i, 

r*a=(x>, P— « = — (JB-P) - (r,0 = 0, T— P=0. 

Cependant poar qae ces formales soient exactes, il faat encore ajonter des 
ranitiples de n dans les expressions ponr (r, /) et T—P, et les prendre de 
maniere qu^entre les angles que fait le rayon vectenr avec P^öment cor- 
respondent, (r, <) reprösente celai qne noas venons de delerminer an com- 
niencement do paragraphe. 
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II resulte de ces formnles qnd la courbe est parallele a la droite de 
Targument | dans les poInts oü r^ = r^ ou r^ = oo, que rinclinaison par rap- 
port a la droite § de Telement, correspondant ä un rayon vectear ögal i z^ro^ 
est le doable de rinclinaison de ce rayon vectenr s^evanooissant par rapport 
au rayon complexe, qae de plus le rayon vecteur et le rayon complexe sont 
perpendiculaires entre eux, si r^ est egal ä r^ etc. 

Du reste^ puisque Torigine des coordonnees est le centre de la coorbe, 
puisqu'elle a nne seule asymptote^ qui se confond avec la droite de Targument 
etc., on trottvera facilement la forme de la courbe donnee. 

§. 26. Cberchons maintenant Taire d^un secteur de la conrbe parti* 
cniiere dont nous nous occupons. En appelant S(P^ Q) on plus simplement 
S, si Tangle Q n'est pas determinö^ Taire d*un secteur compris entre denx 
rayons vecteurs et correspondant aux angles polaires P et Q, on anra d^apres 
la formale jS = | /r^ o P -f const. et en faisant usage de reqnation (46.) 

S = ^cos2(Ä-P)P 

— ysin2(Ä — P)logsin(P— P)4-const. 

ou, comme on peat dcrire d^une autre maniere, parce que r, JR et P aont 
constantS) 

(520 « = ^cos2(JB-P)(P-P) 



— ■^sm2(Ä— P}logsln(P — P)4-const. 



ou, si Ton vent, 



5f = ^cos2(Ä— P) aresin sin(P — P) 

— y sin2(Ä — P) log nat sin(P — P) -f consL 

Si Ton suppose que le secteur commence quand limr^s=0, c'est k 
dire, quand P — P=2.(/l — P), on obtient, en appelant le secleor cor- 
respondant S{V)^ 

(53.) S{?) = ^cos2(Ä-P)((P-P)-2(Ä-P)) 
on aura egalement 
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(53'.) S(P, 0) =^cos2(JB-P)((P-P)-(Ö-;P)) 

X* . ntn UM sin(P— P) 

ou, si Tod veut l'ecrire d*ane anlre maniere, 

Ä(P, ö) = y cos 2{R — P) (aresin sin (P — P) — arcsin sin ((? — P)) 

-ysina(ll— P)(lognatsin(P— P) — lognatsin«?— P)). 

§.27. On obtient ane autre forme tres remarqnable de Faire S, 
lorsqa'on Texprime par le rayon vectear r, an lieu de Texprimer par Tangle 
polaire. 

Par les eqaations (§. 19.) on troave faeilement 

. /p ns t'sin2(Jt-P) 

Sin(P-i') s= + y,._2t»r'co82(Ä-P)+r« ' 

p p _ — .- r*8in2(a-.P) 

• r*cos2(it — P) — r*' 

abstraction faite dans la derniere formule d*nn mnltiple de n. En aabstitnatat 

dans requatioQ (52.) et en remarquant que r, R e\ P sont constants, on 

peut ecrire 

i-Rii ^ c? ^* o/D UN 4 r*8in2(Ä— P) 
(54.) S = l-«'>^^(^-^)«^°*8 ,»co«2(A-i»)--r* 

-fysin2(il-P}lognal|'t*— at'r^cosacil — Pj-fr' + const. 

La formule obtenue peat encore ötre transforroöe , en operant de la 

o' r' 

nianiere soivante. Prenons d^^abord le logarithme de la möme qnantitö -^^ -|- , 

que nous avons deja consideree plasienrs fois. Nous aurons 

, . , r»8in2(Ä— P) 
+'"^'g r*co82(Jt-P)-,' ^ 

nous aurons de plus 

T^ = ^(cos2(Ä-P)+i8in2(Ä-P)). 

Mainlenant si Ton observe la formule (40.)) qni donne le d^veloppement de 
Texpression lm{fi,v)^ et si Ton remarque encore que dans requation (53.) 

. Joarnal Ittr MatbemMik Bd. LV. Heft 4. 42 
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on peut diviser sous le signe radical par p\ en changeant la conslante arbi- 
traire, on obtient celte nouveile formule pour Faire cherchee da secteur 

(55.) Ä = Im(|-^Iog(^-il)) + const. 

§. 28. Des equations precedentes on peul tirer plusieurs consequences. 
Supposons, par exemple, que dans l'equation (53.) on pose successivement 

2(R — P)=0 et 2(1? — P)==-^; appelons de plus les secteurs correspon- 

dants So{^) et Si(F); alors nous anrons 

S,(P) = ^(P_P) et S,(P) = -^logsin(P-P). 

Posons maintenant plus sp^cialement r^ = 1 et ensuite dans le premier cas 
P = 2(Ä — P) = 0, dans le second P==2(JB — P)=y; noas trouverons 

alors 

S,{P) = :^P et S,(P) = -lIogcosP. 

Quant au secteur <S>o(P), il commence ä celte valenr de P, pour laquelle oo 
a P = 0; on trouvera de möme qae Tautre secteur commence a la valeur 
P=:7e; car, dans Tun et Tautre de ces deux cas, cette valeur initiale de P 
satisfaH a Tequation P — P=2^ — P), 

Mais au lieu de faire P croltre dans Texpression — cosP depnis 
J? =1=71, on peut augmenter P depuis P = dans Texpression cosP. II s^en- 
suit que, si Ton suppose que les secteurs iS'oCP) ^^ Si(P) commencent tous 
deux a la valeur P = 0, on aura 

S^(P) = ^P et S,(P) = — ilogcosP 
ou, si Ton veul, 

(56.) 2So{?) = arcsecsecP et 2«Si(P) = lognatsecP. 

RemarquoDS maintenant que la premiere formule correspond a nne coarbe 

(57.) r^ = t'5iligt^5^, oü t = l, P=0, 2il = 

Tautre, au coniraire, ä une courbe 

(58.) r =j_j-— ^pp, ou t — 1, i*— 2"' ^'* — T' 

en d'autres termes, on peut exprimer le logarithme nalurel d*une s^cante, secP, 
par le double d*un secteur, i9i(P), correspondant k une courbe 

(59.) r+i7' = -i, x = 0, |-fiyi=a?+y». 
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tandisque Tarc de cette möme secante s'exprime par le double d'un secleur 
iS^(P), correspondant ä la courbe 

(600 r +17^=1, x' = 0, §i-r]i^x + yi. 

L'ane de ces deux courbes est la courbe donnee, correspoddant a une droife 
de rargument Sß qui se confond avec ra:te Y, et ä uo rayon complexe, qui 

a la longneur 1, et qui fait avec le demi-axe positif un angle egal ä -j-; 

Tautre est la courbe donnee, correspondant a une droite de Targument, qui se 
confond avec Taxe JT et ä un rayon reel, egal a 1. La derniere consiste, 
comme nous le savons, en un cerle et une droite ou en un cercle seul, si 
Ton fait varier la quantite reelle f=x seulement entre les limites |^=x= — 1 
et f=x = + l- 

Oa peut encore remarquer que Thyperbole equilatere 

— sin2P V 

qoi est formee par toas les points milieox sur les cordes, paralleles ä Taxe Y 
et appartenant ä la conrbe r^ = tgP ou autrement ecrit ^-\-tj' = — i, x = 0, 
§^T}i = x-\-yi, donne le secteur iSj(P) = iloglgP-j-con8t., ou, si Ton 

sappose ici que le secteur commence lorsque P = -j-^ 

(61.) 4S,(P) = logoaltgP. 

Du reste cette hyperbole, dont les secteurs, deux fois doubl^s, donnent le 
logaritbme naturel de la tangente, represente aossi, comme oous le savons, 
rhyperbole coltajuguee de celle que decrit la fonction ij. 
§. 29. De requation (53'.) od concint de plus 

S(P', Ö')+«(P", Q")-\-S(?"\ (?"')+••• 
= ^cos2(Ä-P)((P'+P"+P'"+...)-((?'+(?"+0"'+-)) 

-^ y sin 4 ^a—r) log gjn ((y_ p) güi (Q"—P) sin ((/"— P) - ' 
d*nn autre cöte on aura aossi 

= ^cos2(Ä-P)((P'+P"+P"'+...)-((?'+ (?"+(?"'+•••)) 

t* • o/n DM »in(P'+F+P"' +-— P) 

Pour que cette formule soit jnste, il est necessaire que les sommes JSV et 2Q 

42* 
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ne snrpassent pas les valeors pour lesquelles la courbe ou les sectenra existent 
röellement. II est ainsi nöcessaire qu^elles satisfassent aax conditioiis 

cos2(-2P — Ä) ^ cos2(P — Ä), 

co82(-r(?— Ä) ^ cos2(P— JB); 

^galement dans la premiere formnle il faut qae 

cos2(P'— Ä) ^ cos2(P— JB), 

cos2((y—R) 5 cos2(P— Ä) 
etc. Voyez §.8. 

Ces restrictions faites, on anra reqaation remarqoable pour radditioo 
de plasienrs sectenrs 

(62.) S(P, (?')+s{p^ 0")+«(p% 0"')+- — s(P'+p"+p''+-, Q'+(r-\-<r+-') 

_ t' .,„o,B „,._ gin(P>+F-f P»+..— P)X8in(g'-PjsiH(y'-P)gin(0"-P) »» 
"~ 2 ^ ^^slnCÖ'-l- (?»+(?"'+ P)xsm{?'—P)sin(F*—P)siitt(P"'—P)-" 

00, comme on peat eerire plos simplement, 

OQ möme, eii observant qae (^sin2(/l— P) = ±ff', a dtant le demi-axe de 
rbyperbole ^quilat^re, 

-2S(P,(?)-S(^P,^(?) = ±-2-'og ,in(^0-P^27,in(P-P) • 

La somme de plosieurs sectears est dono ägale a an nonveaa aecteor 
correspondant a an angle ^gal ä la somme de tons les angles.des sectenrs 
donnös plus une expression logarithmiqoe« 

$. 30. De r^quation tronvöe (62.) on diduit la formnle snivante ponr 
la mnltiplication 

(63.) mS(P, Q)-8(m?,mQ) = ^sin2iB-P)log'^^^^^0^=^^, 

P 
m etant nn nombre positif et entier. En icrivant — et — , an Heu de P et 

Q, et en divisant par m, on dednit encore cette noovelle formnle ponr la division 

/P On 1 r« sin-(P-P)sin(^-P) 

«(^^S)-i®(P^<?) = T^'°2(fl-P)log_P 



Sin*" (U— f)8ini 

m 



Sin- (0-P)8in(— — Pj 



ou, comme on peut öcrire d^nne antre maniere, pour rendre la demidre 
öquation analogne a la premiere 
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I /P 0\ t« 8ln(^-p)8in"((?-P) 
* M» m^ -« sin(^-p)8in«(P-P) 

A Taide des eqaations (63.) et (64.) on obtient enfia ane troisieme formale 
plas generale, qui correspond a la maltiplication par an nombre positif et 
rationel 

,, 8iB(-P--P)8in^(ö— P) 

(65.)^«(P,(?)-«(^P,S(?)=V«"2(Ä-P)Iog-^^ '—-„ 

II faut cependant remarquer qoe toutes ces formales ne sont jostes 
qoe sons certaines restriclions. 

§.31. Ponr diatinguer entre deax secteors qui corresp ondent ä des 
coorbes avec des rayons complexes q et a, dösignons Ton par S{F^Q,q) 
Taalre par S(P^Q,a). Sopposons encore qoe a = y(cosjr-f isinJT), Alors 
noas auroDs, en partant de requation (62.), et en prenant deox courbes rap- 
portees a la m6me droite de rargumenl S, 

raa ^ ^(Ps ff ^9) + ^(p^ y^ g) + 3(p% y^g) + — 5 (f+p^+p>>>4..», y^ y^-)-y>-f»»,g) 



^ x*sin2(R—P) 

y»sin2(r— P) 
ou plus simplement 

^^(Pi Q, g)—S(S?, SQ, p) _ r*sin2(H— P) 
£S(?, Q, a)—S(S?, £Q, a) ~ y«8in2(r— P)' 

En determinant ie rayon complexe a de maniere qu'on ait 

f = x\ 2(r-P) = |.-(JB-.P) 

ou 

y» = r% 2(r— P) = R — P, 

on trouvera Tnne ou Tantre de ces deux formules 

SS{?,Q,Q)-S(SV,2Q,Q) « . ,« px 

jeS(P,0,a)-S(^P,2:(?,a) = ZsinCiC-f-;, 

£S(V,Q,o)-S{S?,SQ,a) " -^^osCÄ-i-;. 

Si Ton determine autrement la relation entre q et a, on obtiendra de nouveanx 
rapports, par lesquels on pourra exprimer les fonctions trigonomötriqoes. 
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§. 32. Dans le §• 29 nons avons montre, que la somme de plasienrs 
secteurs est egale ä un nouvean secleur plus une expression logarithmique. U 
y a un cas ä remarquer particulierement, c'est celoi oü la partie logarilbroiqiie 
s^evanouit. 

En posant 

2(Ä — P) = 00 = 71, 
OD trouvera 

(67.) SS{V, Q) = S(JSP, 2Q). 

Dans ce cas reqnation polaire de la courbe donnee se redoit a la suivante 

2 . 2 8in(P— P) 

^^ siD(P— P) 

Si le signe superieur sß presente, la coarbe se compose d'on oerde avec le 
rayon r et d'ane droiie qui se confond avec la droite P=:P ou la droite 
de Targument f; si au contraire on a le signe inferieur, la coarbe consiste 
seolement dans cette derniere droite. 

Cependant comme la droite passe par Torigine des^ coordonn^es, la 
seconde coarbe n^a pas de secteurs, quant a la prämiere, II saffit de consid^rer 
Tune de ses parties, le cercle. 

Ainsi la propriete concernant la somme de plosieurs sectears et donnee 
par la formale (67.), est donc une propriete du cercle, ce qui du reste est 
bien connu. 

Cbristiania, 1857. 
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21. 

üeber diejenigen Probleme der Variationsrechnung, 
welche nur eine unabhängige Variable enthalten. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsnihe.) 



Jacobi, in der Abhandlang Aber die Kriterien des Maximums and 
Minimums, welche sich im W^"" Bande dieses Journals befindet, macht die 
Bemerkung, dafs diejenigen isoperimetrischen Probleme, welche nur die 
ersten Differentialquolienten der abhängigen Functionen unter dem Integral- 
zeichen enthalten, eine Behandlung in derselben Weise gestatten, wie sie von 
Hamilton und von Jacobi selbst auf die Probleme der Dynamik angewendet ist. 
Man kann diesen Ausspruch verallgemeinern. In der That, auch die 
Aufgabe, ein einfaches Integral mit mehreren unbekannten Functionen zu einem 
Minimum zu machen, während zwischen diesen Functionen noch gewisse 
Differentialgleichungen gelten sollen, ist einer ähnlichen Behandlung fähig. 
Und da man zeigen kann, dafs sich jede auf einfache Integration bezägliche 
Aufgabe der Variationsrechnung auf diese Form zurQckfQhren läfst, so ergiebt 
sich, dafs überhaupt auch jede solche Aufgabe jene Behandlung zuläfst. Es 
läfst sich dies so aussprechen: 

Ein isoperimetrisches Problem, in welchem die Differentialquotienten 
der abhängigen Functionen unter dem Integralzeichen oder in etwaigen 
Bedingungsgleichungen respective bis zu den Graden ai^ Oj , ... a« 
ansteigen, welches also 2 (Hi-f 02 ... a») willkürliche Constanten mit sich 
führte ist immer auf die vollständige Lösung einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung mit Hl -f a2 . . . a» -f ^ unabhängigen Variabein ztiriick^ 
führbar, welche aufserdem die abhängige Function selbst nicht ent- 
hält; die vollständige Lösung also erfordert nur a^-j-as-^a^ will- 
kürliche Constanten. 

m 

Die eigonthflmliche Form, welche durch diese Betrachtungen die 
Integrale der isoperimetrischen Probleme annehmen , gestattet merkwür- 
dige Anwendungen auf die zweite Variation. In einem frühem Aufsatze 
habe ich gezeigt (Band 55. dieses Journals, pag. 254), dafs die reducirte 
Form der zweiten Variation, wie sie zur Untersuchung der Kriterien des 
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Maximums und Minimums brauchbar ist, eine gewisse Anzahl von willkflr- 
liehen Constanten mit sich fahrt, zwischen denen noch Bedingungen besteben, 
welche im Allgemeinen weder vollstfindig dargestellt werden können, noch 
viel weniger aber die Lösung der Aufgabe gestatten, die betreffenden Con- 
stanten durch eine passende Anzahl vollkommen unabhängiger Constanten ^u 
ersetzen. 

Dagegen zeigt es sich, dafs die Anwendung derjenigen Form der 
Integrale, auf welche die oben angedeutete Methode ffihrt, nicht nur die voll- 
ständige Aufstellung der Bedingungsgleichungen möglich macht, sondern anfser- 
dem fast von selbst auf solche Ausdrfleke der eingehenden Constanten durch 
eine geringere Anzahl vollkommen nnabhängiger. fahrt, welche diese Bedin- 
gungsgleichungen identisch erfallen. Wobei sich zugleich andere bedeutende 
Vereinfachungen der vorkommenden Ausdrucke ergeben. 

Die Reduction der isoperimetrischen Gleichungen auf eine partielle Dif- 
ferentialgleichung wird den Anfang der folgenden Betrachtungen ausfallen. Der 
letzte Theil wird der Untersuchung derjenigen Vortheile gewidmet sein, welche 
dieselbe far die zweite Variation gewährt. 

§. 1. 
Beichränkung der Aufgabe. 
Bezeichnen wir durch yi , y-j , ... y„ unbekannte Functionen von x, 
durch F, yi, ya, ... aber Functionen von x, yi, y^, ..; y^ und -r^, 

-^i-, ... -7^; so läfst sich jede Aufgabe der Variationsrechnung, welche 
nur eine unabhängige Variable enthält, auf die folgende zurackfahren : 
Es soll das Integral 

(1.) j = r'Fdx 

mn Minimum oder Maximum werden, während zugleich eine gewieee 
Reihe von DifferenticUgleichungen 

(2.) yi = 0, 92 = 0, . . . y« = 

besteht; wo x kleiner als n ist 

Dafs zunächst das Vorkommen höherer Differentialquotienten ohne Wei- 
teres ein Zurückfahren in diese Form gestattet, ist an sich deutlich; man hat 
nur nöthig, die niedrigeren Differentialquotienten als neue Variable einzufahren, 
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und ihre Beziehungen als Bedingnngsgleicbangen q> zu betrachten. Aber auch 

die scheinbar allgemeinere Aufgabe, nämlich 

eine t\tnetion V zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wenn 
zwischen ihr und andern unbestimmten Functionen yi^ yz^ ... y^ eine 
beliebige Zahl von Differendalyleichungen mit der unabhängigen Va- 
riabeln x gegeben sind, 

/*x* Jfr 
"-T—dx, 

X*» 

man fahre die Differentialgleichungen als Bedingungsgleichungen q) ein, und 
man gelangt dann durch die gewöhnlichen Methoden zu genau denselben Glei- 
chungen, welche sonst auf einem ganz anderen Wege abgeleitet zu werden 
pflegen. 

Ich werde mich daher im Folgenden nur mit derjenigen Form des Pro- 
blems beschäftigen, welche in den Gleichungen (1.), (2.) dargestellt ist. 

§. 2. 

Zurückführung der Integrale der isoperimetrischeH Probleme auf die Function V. 

Bezeichnen wir mit A^, iL,, ... k„ unbekannte Functionen von x, und 
mit S2 die Function 

so sind die Differentialgleichungen, auf welche das in den Gleichungen (1.), 

(2.) ausgesprochene Problem durch das Verschwinden der ersten Variation 

fahrt : 

d. dSi _ BSl^ 

dx .^dy^ By^ ' 

dx 

d dSi dSi 



(4.) / ^-^ a ^ ^^« ' 

dx 



dii dSl 



äx ^ dyn dyn 

O —; — 

dx 

zu welchen die Gleichungen (2.) selbst hinzutreten. Diese n -}- ^ Gleichungen 
bestimmen die Functionen l, y; die Integration derselben fahrt 2ii willkQr- 
liche Constanten mit sich. 

Bezeichnen wir nun durch [i2] und \F\ die Functionen H und F 
und analog andere ebenso betrachtete Functionen, wenn in denselben die y, 
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X, ^ durch diese 2n Constanten und x selbst ausgedrückt sind; durch (i2), 

(F) etc. aber dieselben Functionen, ausgedrückt durch x, die y, und durch die 
Constanten yj, y^^ ... y^, welchen die y für x=zx^^ gleich werden mögen, 
und welche bei der Bestimmung der erstgenannten Constanten mitwirken. 

Da die Ausdrücke [9] identisch verschwinden müssen, so ist auch 
[-^J identisch Null, wenn a eine jener Integrationsconstanten bedeutet; mit- 
hin hat man 

VBF'\_ rg/2l _ y. a>Q Tdyn . ^ dSi r d dyn 
L'fi^J^ ldaJi~ 'dyildaJ'^ ' ^ dyi Idx daJ^ 

da auch die durch Differentiation nach l entstehenden Terme fortfallen. Oder, 
indem man die Gleichungen (4.) zu Hülfe nimmt: 

[dFi d i dSl rdyil) 

LSaJ "~ dxl ' ^djn LSaJ'* 

f dx 

Führt man nun eine neue Function V ein durch die Definition 

(5.) [F] =J\F\dx 

(wodurch auch die Bedeutung von (F) vollkommen bestimmt ist), so gebt 
die vorige Gleichung auch in diese über: 

dx ' dx '*«*• 

r öFi 
Man erhält aber für l-^J &ach sogleich den Ausdruck: 

c) [|^] = ^.(f)[t]+^(^)[t]- 

Da nun offenbar [^J «nd der Werlh, welchen l-^J für a? = j?" annimmt, 

identische Ausdrücke sind, so zeigen die Gleichungen (6.), (7.) denselben 

Ausdruck [-^J &ls lineare Function der 2ii Gröfsea [-^J und [-7^] auf 
doppelte Weise dargestellt Und solcher doppelt dargestellten Ausdrücke giebt 
es 2n^ da es 2n Constanten a giebt, und alle haben dieselben Coefficienten. 
Dies ist nicht anders möglich, als wenn die beiden Darstellungen an sich 
identisch sind, d. h. wenn 
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Die zweite Möglichkeit, dafs nämlich die Determinante der (2ny Functionen 

l^-^J, L"5^J verschwinde, wird dadurch aufgehoben, dafs sich die a notb* 
wendig durch die y, y^ mflssen ausdrücken lassen, um ein vollständiges System 
von Integralen darzustellen. 

Da nun die Gleichungen (8.) keine identischen sind, so sind sie die 
Integrale der Gleichungen (2.)v (^O- 

Denkt man sich in (F) statt der y^ irgend welche Verhindungen der- 
selben eingehend, welche durch Hi, aa, ... a^ bezeichnet seien, so ist 

fdr\ _ _ V ( dSi rdyil 
Vaa/ ~ ' M gdyi Ida^J 

oder gleich einer neuen Constanten a^. Hiernach ist es erlaubt, den Inte- 
gralen (8.) die folgenden allgemeineren zu substituiren : 

dx 

WO nunmehr (F) als Function von x, y-j, ya^ • •• ^n* «i» «t^ • • • «« z» be- 
trachten ist. Diese Gleichungen, zusammen mit den Gleichungen (2.% genflgen, 

dv 
am die 2n-\-x Functionen y, -— , l durch x und die willkOrlicben Constanten 

a, a auszudrücken. 

§. 3. 

Partielle Differepitialgleichung für V. 

Wenn sonach die Integrale der isoperimetrischen Probleme auf die 
Fnoction (F) zurückgeführt sind, so bleibt nunmehr übrig, diese selbst zn fin- 
den. Dies geschiebt, indem man die Gleichung (5.) nach derjenigen Variablen 
differentiirt, welche bisher nocb nicht benutzt ist, nfimlich nach x selbst. Dann 
aber erhfilt man einerseits direct F, dann aber auch 

LsFJ ~ \dxy'^ '\dyiJ da; ' 

und man bat somit die neue Gleichung: 



00.) ^-^O+^ll)* 
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Wenn man hiesu die folgenden binzufO^t: 

Ol-) —jp: = (gy:)^ <Pi = 0, ^2 = 0, ... y, = 0, 

dx 

SO bat man die hinreicbende Anzahl von Gleichungen, um daraus die l und die 
-~^ zu etiminiren. Das Resultat der Elimination ist aber eine Gleichung 

zwischen a?, y^, y-j^ • • • y« und {;^)^ Cö~}' '•* \5 — ^)' ^' '• ©ine partielle 

Differentialgleichung erster Ordnung mit n-fl unabfaflngigen Varfabeln, in 
welcher die abhängige Variable selbst nicht mehr vorkommt 

Auf diese Gleichung ist also das isoperimetrische Problem zurflckge- 
fahrt. Die vollständige Lösung derselben enthält n-f 1 Constanten; wir 
brauchen hier deren nur n, nämlich die a; aber in der That ist von jenen 
Constanten eine additiv, da (F) selbst in die Differentialgleichung nicht ein- 
geht; und sonach stellt die Function (F), von der auch in den Integralen nur 
die Ableitungen gebraucht werden, wirklich eine vollstflndige Lösung der 
partiellen Differentialgleichung dar, und die a sind die willkörlichen Constanten 
derselben, mit Ausschlufs der additiven, welche, als eines der a benutzt, eine 
identische Gleichnng ergeben würde. 

Man sieht, mit wie geringen Modificationen die sonst auf die Dynamik 
angewandte Methode hier ihre allgemeine Anwendung findet. Zugleich aber 
enthalt das Obige die vollkommene Bestätigung des im Eingange angefahrten 
Satzes ; die Anwendung der vorliegenden Theorie auf Probleme, welche höhere 
Differentialquotienten der abhängigen Functionen enthalten, ergiebt sich ohne 
alles Weitere. Als Anwendung der vorliegenden Theorie sei es mir gestattet, 
die partielle Differentialgleichung far V in dem Falle anzugeben, wo das In- 
tegral eine einzige abhangige Variable und deren Differentialquotienten bis zum 

n**" enthalt. Ist dann y diese Variable, und y^'^ = •^, so geht die gedachte 

Gleichung aus den Gleichungen 

Fia:,y.y^....y-'.^) 

. / dV \ dF 

dx 

hervor durch Elimination von -^ 

dx 
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Anwendung auf die zweite Variation. Einleitung. 

Ich wende mich nonmehr zu der Untersuchung derjenigen Vortheile, 
welche die in den Gleichungen (9.) enthaltene Form der Integrale der iso- 
perimetrischen Probleme fflr die Reduction der zweiten Variation darbietet. 

Bezeichnen wir durch £2^^ £li folgende Functionen: 

dx 

so stellt, sobald wir fr, in dyi, fii in dli Obergehen lassen, i2| die erste und 
122 die zweite Variation der Function £2 dar; und zugleich sind dann 



f'Sij^dXy f^a^dx 



die erste und zweite Variation des vorgelegten Integrales. In einem frflhern 
Aufsatz (6d, 55 dieses Journals, p. 354) habe ich nun gezeigt, dafs sich die 
zweite Variation immer auf die Form zurflckfAhren lasse: 

(18.) S^J = i/"^.^. ,^^. .^dx+B'-B>. 

dx dx 

Hier bedeuten die JR; lineare Functionen der dyi, ^-j^; ond B\ Bf^ die Werthe 

welche eine homogene Function B zweiter Ordnung der dyi fflr x = x^ und 
x=^x^ annimmt. Die A; sind noch an einander gebunden durch x lineare 
Gleichungen : 

(14,) :^,Ä;-^ = 0, ^,Ä,-^ = 0, . . . jF,«,-^ = 0. 

dx dx dx 

Aufserdem aber hängen die jR^ jR^*^ B von gewissen Integralen derjenigen 
Differentialgleichungen ab, weiche das Integral / Siidx (13.) zu einem 

Minimum machen. Die Lösungen dieser Gleichungen kann man unmittelbar 
hinschreiben; sie sind, wenn ai, O}, ... Oin die willkflrlicfaen Constanten der 
y bezeichnen: 
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«» 



^'^.[^]. 



WO die il neue willkOrliche Constanten bedeuten. Solcher Systeme von 
Lösungen bedarf man n, welche durch obere Indices bei den u und A nnter- 
schieden werden mögen; und dieselben werden dadurch particularisirt, Jafs 

die ^*'^*~ — Gleichungen bestehen sollen: 



(16 



> -i-(it-y-(*)i - ^ 



WO r nnd 8 alle Werthe von 1 bis n annehmen können. 

Endlich, wenn diese parlicularen Lösungen bestimmt sind, wird R die 
Determinante derselben 

(17.) R = -S±iii, tij, ... K; 

die Ri, ebenfalls Determinanten, haben die Gestalt 

(18.) B, = iW*!._i,i.,y..^.i« . 

Die Function B aber, welche, wie oben gesagt, die Gestalt hat: 

(19.) 2a = S,Sißa9yidy^ 
ist durch die Gleichung definirt: 

(20.) /?! 



fu«;+/?««H-/?.i«:; = (t^Y' 



welche far jeden Werth von t und r besteht. 

Dies vorausgeschickt, können wir zur Transformation der vorliegen- 
den Ansdrflcke flbergehen, indem wir die Constanten Oi, Ha, ... n^ durch 
unsere Constanten a^i ^9 -•- ^n^ ^1^ ^2^ -•• ^n erselzen, und flbetluinpt 
alles auf die Function V lurflckzufäbren suchen. 
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§. 5. 
Bestimmung der pariicularen Integrale, 
Gehen wir zunfichst auf die GleichuDgen (16.) naher ein, welche den 
Zusammenhang der particularen Lösungen u darsteilen. Ehe dies aber ge- 
schehen kann, mufs die Form der Ausdrücke — -^ — entwickelt werden. 

d—iL 
dx 

Der Definition (12.) zufolge ist unmittelbar 

g duj Q dyi ' 

dx dx 

und wenn man aus (12.) fflr £li^ seinen Werth setzt und die Differentiation 
ausführt, so kommt: 



^du^ -'-'^dy, Q±i^' "dx ^^ g*2. ^** a^-^' 



dx dx dx dx dx 

Aber wenn man hier fflr die u, fi aus (15.) ihre Werthe einfährt, so zeigt sich, 
dafs dies nichts anderes ist, als 

dui * *l da. r, dyi 



d 



*^i^ 



dx L dx 

oder, wenn man die Gleichungen (9.) nunmehr zu Hälfe ruft: 

dx 

eine mit der Form der u vollkommen analoge Gestalt. Diese können wir 
jetzt in die Gleichung (16.) einfähren. 

Indem man jedes Glied der Summe (16.) als eine Determinante be- 
trachtet, und die Sfitze Aber die Zerffillung einer Determinante in Summen 
von Prodncten berflcksichtigt, erhält man dann fOr die Gleichung (16.) die 
folgende : 

(M.)o=x,^. M: X - .r. ^;);.,([^][^(f )] - [^] [3^(f )])!• 

Die nach t genommene Summe mufs nothwendig einen constanten Werth an- 
nehmen, damit die vorliegende Gleichung nicht mehr als eine Gleichung zwischen 
den A gebe. Wir können aber sogar diesen constatiten Werth wirklich be- 
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stimmeu. Die nach t genommene Summe kann man nfimlich auch so darstellen: 

da sich die flbrigen durch die Differentiation entstehenden Terme aufbeben. 
Und ferner ist 

und da sich die von dem ersten Theile dieses Ausdruckes herrührenden Terme 
wiederum zerstören, so bleibt: 

Bedenkt man nun, dafs die Hi, 1129 • •• ^n die Integrationsconstanten ai, o,, • .. a», 
^M ^2) • • • ^n repräsentiren , von denen (F) nur die erstem entbfilt; so 
sieht man, dafs, wenn |^^ — (^ — ^^J einen von Null verschiedenen Werth haben 

K tu 

soll, zunichst a^ eines der a sein mufs; dann aber geht der Ausdruck in 
[-r-^J Ober, und man sieht, dafs a^ eben dies entsprechende a sein mufs, 

wodurch denn der Ausdruck den Werth 1 annimmt. 

Bezeichnen wir nun die den a entsprechenden A durch den Boch* 
Stäben A, so dafs wir die einander entsprechenden Constantenreihen haben: 

tf I CC2 • • • IX|, 
^sf ^2 « • • ^/i 

Af A2 • • • Aj,^ 

SO nimmt nunmehr die Gleichung (33.) die einfachere Gestalt an: 

(23.) = s,{a:a1^aiaI), 

die Summe jetzt nur von 1 bis n ausgedehnt. 

Dies sind also diejenigen Gleichungen, welchen die Constanten zu ge- 
nOgen haben. Ich werde jetzt zeigen wie man sie identisch erfOUen kann. 

Man kann im Allgemeinen immer n^ Gröfsen c so bestimmen, dafs sie 
den Gleichungen genflgen: 

a;, = ci.,i<i4-c2,n-4;-f •••i?«^j: 

(34.) <^'^ '^ Ci^^Hcr^^H'-c^mAl 
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welch« ffir alle Werthe von m bestehen sollen. Fahrt man non diese Werthe 
in die Gleichung (23.) ein, so wird 

Diese Gleichung kann sich aber nicht indem, wenn man die Indices k, h 
vertauscht, und das Resultat der vorliegenden Gleichung hinzufügt. Dann er- 
hfllt man: 

= S,S,{A\A\^AlA\)i,c^l^c,,):, 

und aus dieser Form geht hervor, dafs man die ^*'^*~ Gleichungen (23.) 

eraetxen kann durch die -^-x — Gleichungen 

(25.) Cki = e^Ä, 
oder mit andern Worten: 

Die willkürlichen Canetanten A, A sind an einander gebunden durch 

ein beliebiges System linearer GMchungen von symmetrischer De- 

terminante. 

Auf diese Weise sind also die 2it^ Constanten A, A zurQchgefflhrt auf die 

^2 ^ ^'^^"^ Constanten A, c, welche von einander vollständig unabhängig sind. 

%. 6. 
ErBie Umformung der zweiten Variation, 

Es wird sich zeigen, dafs die Constanten A flberhaupt ganz aus der 
Rechnung herausgehen, und die c allein zurflckbleiben. Dies hat in der That 
eine tiefere Bedeutung, denn der directe Weg zur Reduction der zweiten 

Variation fOhrt auf ein System von ' ^ simultanen Differentialgleichungen 

erster Ordnung; die c sind die Integrationsconstanten dieses Systems. Auf 
dasselbe soll spfiter noch einmal zurückgegangen werden. Untersuchen wir 
zunSchst, in welcher Weise die vorliegende Bestimmung der Constanten die 
unter das Integralzeichen eingehenden Functionen R, Ri beeinflnfst. 

Wenn man in den Ausdrachen fOr die u, welche die Gleichungen (15.) 
geben, die Werthe der Conslanten A aus (24.) einffihrt, so wird 

«: = S^:|[^]+'..[^]+".[^]+-..[l^]|. 

oder die u nehmen die Gestalt an: 

(26.) n] — il>J4-J>'-| A\9l, 
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weno oflmlieb gesetst wird: 

Bildet man Jetzt die Delerminante der u, so bemerkt man, dafs deren 
Elemente gerade die Form haben, welche die Zerffillong einer Determinante 
in zwei Factoren erlaubt; man erhflit sogleich: 

(28.) R = A.Sy 

wenn A die Determinante der A^ und jS die Determinante der r bedeutet. 

Gehen wir nun zu den Ri Ober, welche durch die Gleichung (18.) ge- 
geben sind. Hier ist der Coefficient von J--^ eben iS; aber anch der Coef- 
flclent von dy^* nfimlich 

äx '8u\ ' äx ' Bul'^'" dx 'dul ' 

ilt eine Determinante von derselben Natur wie A selbst, nnr dafs an die 
Stelle der r« die Functionen -j^ getreten sind. Auch dieser Ausdruck gabt 
also in die Form ober: 



• • • 



dx Bv\ * i^ bv\ * rfjr Sv"*' 



und somit nimmt A,* die Gestalt an: 

(29.) Ri = A.Si, 
wenn 

gesellt wird. 

Hiernach kommen die A nur noch in der Verbindung ihrer Deter- 
minante vor. Aber die zweite Variation (13.) enthill auch nor die VerhSlt- 

nisse -^; es gehen also aus dem ersten Theile der zweiten Variation die A 

wirklich vollkommen heraus, und man erhalt : 

(81.) w = ^'^:e._^:£^.%».&+b'-«.. 

ix 4s 

Diese Gleichung giebl uns fflr die v eine sehr einfache Bedeutung. Den 
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die iS^ Si haben ganz dieselbe Form für die v, wie sie R, /i, far die u 
haben. Man kann daher sagen: 

Statt sich der particularen Integrale u zu bedienen, genügt es, die 
particularen Integrale v zu benutzen, welche eine geringere Anzahl 

willkürlicher Constanten {nur ^*' 2 } enthalten, ohne dafs dies die 

Allgemeinheit der Betrachtung vennindert. 

Ehe wir aber diesen Satz vollslSndig zugeben können, ist es nölhig nachzu- 
weisen, dafs die A sowohl auf die Bedingungsgleichungen (14.), welchen die 
Ri unterworfen sind, als auf die Function B gleichfalls ohne Einflufs sind. 

Dies geschieht ohne Mohe. Die Gleichungen (14.) gehen durch An- 
wendung der Gleichung (29.) von selbst in die Form Ober: 

(88.) ^,«^ = 0, ^,«^ = 0, ... ^,«,-^ = 0, 

dx dx ^ dx 

welche die A nicht mehr enthält« 

Die Coefficienten der Function B endlich, welche von den Gleichungen 

(20.) abhängen, bedürfen noch der Aufstellung der Function ^* Diese 

dx 
Function hatte in (21.) eine Form angenommen, welche der Form der tr 
ganz ähnlich war. Dies mnfs daher auch noch der Fall bleiben, wenn man 
mit Hälfe der Gleichungen (24.) die c einfahrt; d. h. es mufs, analog mit 
(26.), (27.) die Gleichung stattfinden: 

dx 
wo 

(3*)*'=[^(^)]+'..[^(|^)]+«-[a^(|^)]+-'..[^(p- 

Hiedurch geht aber die fflr die ß bestehende Gleichung (20.) in die 
folgende Ober: 

= S,A\{ß,,v\-\-ß^^:-^...ß^iv\-a)), 

welche ffir alle Werthe von r gelten soll, und welche daher das System fordert : 

(35.) ßA + ßr.v\ -{- .../?,, rj = Si], 

welches wiederum von den A ganz frei geworden ist. Aber auch die Be- 

44» 
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deutQog von i2j ist genau dieselbe, wie die des rechten Theils in (20.)9 nur 
die II durch die r ersetzt gedacht. Denn setzen wir die r an die Stelle 
der ti, so heifst das mit andern Worten, es werde il|e=0, und A^=i 

gesetzt. Zugleich geht dann ti/ in r- Ober, und / — j^ 

äs 
so dafs also aus (33.) die Bedeutung von i2| fliefst: 

(36.) /-^Y = «. 

welche der Bedeutung des rechten Tfaeils in (20.) vollkommen analog ist. 
Hieraus folgt endlich die Zulässigkeit des eben ausgesprochenen Satzes. 

Durch die Gleichungen (27.), (30.), (31.), (32.), (35.), (36.) ist die 
neue Gestalt der zweiten Variation volIsIAndig gegeben. Sie hat den Vorzugs 
nur die ihr zukommende Zahl willkQrlicher Constanten zu zeigen, welche voll- 
sMndig von einander unabhängig sind. 

§. 7. 
Zweite Umformung des Theils unter dem Integralzeichen. 
Aber dafs auch die vorliegende Gestalt die wahre Form noch nicht 
sei, daffir spricht vor allem die Gestalt, in welcher die Function B gegeben 
ist. Denn es ist offenbar ßik = ßkif und dies ist aus den Gleichungen (35.) 
noch keinesweges ersichtlich. Man wird daher gedrfingt, einen Schritt weiter 
zu gehen, und die Function (F) wirklich in die Betrachtung eingehen zu lassen« 

Hiezu wird es vor Allem nothwendig die Werthe der [g^J? [s^J ™ 

bestimmen. Dies mufs mit Hfllfe derjenigen Gleichungen geschehen, welche 

die y durch die Constanten ausdrflcken, nflmlich: 

/ÖFx /dV\ fdr\ 

Die Differentiation dieser Gleichungen nach den a ergiebt nun folgen* 
des System: 

/ a^\ rsr. 1 , / ö^\ rar. i i r d'v \ rdyn i__ f a'r \ 
(37.) (\:d^:d^j\^ 
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HAtton wir, statt naoh a^ nach a^ differentiirt, so wQrde auf der rediten 
Seite flberall Null gekommen sein, und nur bei der k^ Gleichung 1. 

-g— g — j mit p tand mit 

f^ den Differentialquotienten derselben nach jenem Elemente, so wird nach 
dem Obigen: 

(38.) -,[^] = ^(^)+,?(^)+...^(^) 
und 

(89.) p[^]=;.;. 

Dies giebt den Functionen r eine neue Gestalt, und awar eine analoge mit 
deijenigen, welche die u durch die v selbst ausgedrflckt aeigt; denn die 
Gleichung (27.) geht nunmehr Aber in: 

(40.) pv] == p} wa'\^pfwn'\'^^-PiWni, 

wo die Functionen tcr^j^ die einfache Gestalt annehmen: 

(41.) w,, = c^-(^^^), 

so dafs die Determinante der w eine symmetrische ist. 

Untersuchen wir, welche Gestalt in Folge dessen die Functionen S, Si 
annehmen. Die erste derselben zerfallt offenbar wiederum in zwei Factoren; 

der eine derselben ist die Determinante der Functionen — , d. h. — ; der 

andere aber ist die Determinante der w, welche durch RT bezeichnet sei; 
so dafe. man die Gleichungen hat: 

(42.) «=— FT, fF^S±WaWn...\w^. 

Um nun den Ausdrucli Si zu bilden, betrachten wir zunSchst den Ausdruck 

3S dS 8S 



Auch dieser ist eine Determinante, nur dafs an die Stelle der 9* die dy ge- 
treten sind. Könnten wir nun auch den dy die Form geben: 

(43.) pdy^ = M^i/>i + traPÄ +— ir^/^J, 

so wflrde diese Determinante gleichfalls in zwei Factoren zerfoUeo, genau 
wie S, nSmlich in: 

1 / OFT , dw , dir\ 
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Eine solche Bestimmang der Wi ist natOrlicb immer möglich. Sie führt aber 
in dem vorliegenden . Falle zu einem sehr einfachen Resultat. Denn aus der 
Bedeutung der p ergiebt sich sofort, indem man die w durch die äy ausdrflckt : 



oder wenn man sich die Veränderungen der y dadurch entstanden denkt, dafs 
man den a kleine verfinderliche Incremente da ertheilt hat: 

(44.) Wi = Ja^. 

Und so geht der betrachtete Ausdruck Ober in: 

Fahren wir dies noa in den Ausdmck von 8i ein (30.) y und setzen auch 
ffir ^^ ans (43.), (44.), and fflr -^ aus (40.) die Wertbe ein, so er' 
halten wir: 

Hier übersieht man leicht, dafs die von der Differentiation der p herrühren- 

d P^ 
den Terme sich gegenseitig zerstören ; denn -^ ist multiplicirt mit 

Wdar^sX^-—da^^j—äa2'^^'ff—da^w 



was identisch verschwindet. So nimmt denn 8i die folgende Gestalt an: 

(45.) Si = i,(;^T,4.;,?T,+ .../i?Tj, 



wo 



(460 T. = wi^-:sAl)a..''» «»- 



dx * ~ »" rfx dw^^ 

Auch f\ ist eine Determinante, und zwar von ganz derselben Form 
wie Ri, Si; an die Stelle der dy sind die da getreten, an die Stelle der u, 
V aber die w, wodurch ein Theil jener Determinante eine symmetrische Form 
angenommen bat; die Determinantenform der Function Ti ist die folgende: 
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(47.) 



dx 
äx 



Otti OOtj ... Ott, 



Wu U>ii ... u> 



l* 



«»lÄ 


ITm 


M^n . 


« * A 


dx 


• • 


«e-i 


»rt • 


. . Vf„, 


<fx 



Wenn wir nan dies in die Form (31.) der zweiten Variation einfahren, so 
erhalten wir anter dem Integralzeichen eine homogene Fnnciion zweiter Ord- 

onog der -s^; and die Coefficienten derselben sind die Ausdrücke: 



(48.) 



dx dx 

Aoch diese Coef&cienten haben eine einfache Bedentang. Denken wir ons^ 
wie oben, die Variationen der y durch kleine Variationen der a hervorge- 

rafen, so wird man zonfichst sich die y, ^^ X in £t aasgedrflckt den- 

da 

ken können durch die Fnnctionen a, -^ (welches letztere nach vorgenom-^ 
mener Variation Null zu setzen), und zwar mit HOlfe der Gleichungen: 



(49.) 



(iL) 



«i 



JLriL) 

dx ^da^^ 



da^ 
dx 



In diesem Sinne mag die Function 12 mit H bezeichnet werden. Dann 
wollen wir, dem Coefficienten *— ^ ^ — entsprechend, den Ausdruck 

dx dx 
—TT ^r- bilden; es wird sich zeigen, dafs der Coefficient (48.) sich immer 

dx dx 
durch diesen Ausdruck ersetzen Ififst. 

Da sich die y mittelst der ersten Gleichung (49.) ausdrOcken, welche 

die ^ nicht enthalten, so folgt, dafs die Differentialquotienten 

rdyn Syi 

identisch sind. Aber da sich die ^' 



dx 



aus der zweiten Gleichung (49.) be- 
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stimmeii, welche nur der Differentialqaotient der ersten nach w ist, so folgl 
dafs auch 

oder, nach den Gleichungen (89.)» gleich ^* 

Bemerkt man femer, dafs sowohl diese AosdrOcke als die y selbs 

nur von den a, nicht aber von den --r- abhSngen; nnd dafs ferner 12 ein 
lineare Function der X ist, so hat man: 

rfjr rfx dx dx _ 

dx dx dx dx 

dSi 

Auch der letste Term dieses Ausdrucks verschwindet noch, weil -37- nich 

Anderes ist als q>i, mithin Null; und der s weite Term rechts nimmt sofo: 
die Gestalt an: ^ ^ 

dUf^ da^ 

dx dx 

TkT 

Und wenn wir jetst den vorliegenden Ausdruck mit -mf multipliciren r 

die Summe nach A, r nehmen, so erhalten wir fflr den unter dem Integ 
seichen der sweiten Variation stehenden Ausdruck: 

(50.) ^.^,___^-__ = SrS^ .-— 

ax 




\ rfr ds / \ äx dx / 



Aber erinnern wir ans jetst deijenigea linearen Gleiehnn^n, welche f ^ 
den 8 bestanden (33.)i nSmlich der Gleichungen: 
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dieselbe nimmt durch die Einfahrung der T die Gestalt an: 

dx 
oder endlich, nach der eben eingeführten Differentiationsweise: 

dx dx dx 

Dies zeigt, dafs der'zweite Term auf der rechten Seite von (50.) verschwindet. 
So kann man jetzt der zweiten Variation die Form geben: 

C520 IPJ^ kf /\. .^.rfr + B'-B-. 



a-r^a 



dx dx 

Der Term unter dem Integralzeichen bat hier die einfachste Form angenom- 
men, deren er durch die gegenwärtigen Betrachtungen fähig ist, indem Alles 
darin durch die Function V ausgedrfickt ist. Die Bedeutung der da/ln ein- 
gehenden Gröfsen ist durch die Gleichungen (4109 (42.)? (47.) bestimmt. 

Es bleibt übrig, dafs wir nun endlich die entsprechenden Betrachtungen 
auf die Function B anwenden, um dieser ihre definitive Gestalt zu geben. 

§. 8. 

Darstellung der Funotien aufs'erhalb des Integralzeichens. 
Die Gleichungen (35.) sind es, aus welchen die Functionen ß sich 
bestimmen. Betrachten wir zunächst die rechten Theile dieser Gleichungen. 
Wenn wir in (34.) die Differentiation ausführen, und uns zugleich an die Be- 
deutung der V aus (27.) erinnern, so wird sogleich: 

Werfen wir also die letzten Terme dieses Ausdrucks auf xlie linke Seite der 
Gleichung (35.) hinüber^ so haben wir: 

Hultipliciren wir jetzt diese Gleichung mit dyi und bilden die Summe nach i, 
80 wird, indem offenbar 

(''"-(l^))'r, + (ft.-(^))*n+- = äi^'. 

Jonraal für Mathematik Bd.LV. Heft 4. 45 
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die folgende erhalten: 

Wi '^^^ dM ''^ + '' ^irn ^^^ - *''*• 

Und wenn man nnn diese Gleichungen auflöst, so kommt 

d(B^ld'r)) Jt3S,j.dS. j. dS 



Endlich roultipliciren wir diese Gleichung mit Jy^ ^^^ summiren nach ä. Auf 
der linken Seite erscheint dann 

anf der rechten aber die Summe 

Der in der Klammer stehende Ausdruck ist bereits frflher behandelt worden, 
bei Gelegenheit der Gleichungen (42.) bis (45.); vro er sich gleich 

nr 

fand. Bemerken wir noch dafs S = — (42.)9 so nimmt hienach die Fonc- * 
tion B folgende Gestalt an: 

(53.) B = (^V)-\-^^i^,^^da,Sa,, 

wodurch endlich die Form der Function B vollständig angegeben wifd. Der 
letzte Theil derselben ist wiederum eine Determinante, und zwar eine sym- 
metrische; indem man derselben ihre Form giebt, und zugleich fQr (cTF) seinen 
Werth einsetzt, erhAlt mau den folgenden Ausdruck: 



ö*F \ .. •. i 



(54.) 2B = S,S,(^^^y,^y, - -^^ 



W^^...Wfm 






da^ da^ . . . 6a^ 



Die Aufstellung der Function B ist auch insofern von Interesse» als 
gerade der unmittelbarste Weg, zu einer Reduction der zweiten Variation zu 

gelangen, dieselbe von einem Systeme von ' /* Differentialgleichungen 

erster Ordnung abhfingig macht, welche sehr verwickelter Natur sind, und als 
deren abhängige Variabeln sich die Coefficienten der Function B darstellen. 
Die Gleichung (54.) enthält die vollständige Lösung jener Differentialgleichun-. 
gen. Die Gleichungen selbst sind in den Formeln (20.)) (33.)) (34:) des 



2i. Clebsch, zur Varialionsrvchnung, 



35Ö 



bereits angeführten Aufsatzes enthalten. Indem man dort alle Hfllfsgröfsen 
entfernt, und sodann die Gleichung (54.) hinzuzieht, gelangt man zu folgen- 
dem Theorem, in welchem, wie in der citirten Abhandlung, die Bezeichnungen 
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ö*ß 



dyid 
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fix 
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(i) 



d*si 
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ö-^i-ö"-"» 
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dx dx 



(m) 



^dyi 



dx 



angewandt sind: 

Die Integralgleichungen des Syi/fems simultaner Differentitügln- 
ekungen : 
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sind die folgenden: 

VSv.Sv./ '''■* \da.dv.) 



= 






(_d:L_) 

(JUL) 



\Sa.da.y 
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tro «Cr« c wiUkürliche Constanten bedeuten und «,( = «1; ist. 
Berlin, den 31. Februar 1858. 
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22. 

Vennischte Sätze und Aufgaben, 

(Von Herrn J. Steiner,) 



I. 

t. Mdiehi man durch irgend einen Punkt, p, in der Ebene einer 
allgemeinen Curve n*^'' Grads, C% beliebige Gerade A, B, C, ... und be- 
zeichnet ihre Schnittpunkte mit der Curve durch a^ a^^ . . . ^n-i; b, 6j, ... ^n-ti 
c,Ci^... Cn^\\ etc., und bildet die Producte aus den Abschnitten jeder Geraden 
von diesen Schnitten bis zu dem Punkte p genommen, also die Producte 
pa, poi^ •• • pa„^i*^ pb, pbi^ . . . pb„^i\ etc., so bleibt bekanntlich das Ver- 
hältnifs dieser Producte constant, wenn die Geraden sammt ihrem gemein- 
samen Punkte p unter Beibehaltung ihrer Richtungen, also jede sich selbst 
parallel bleibend, in der Ebene der festen Gurte beliebig verschoben werden. 

Denkt man sich alle möglichen Geraden durch den Punkt p, den 
Strahlbüschel, so giebt es unter denselben, im Allgemeinen, je 2n Gerade, 
deren Abschnitte gleich grofse Producte geben. Und insbesondere giebt 
es unter denselben" n solche Gerade, deren Producte relative Minima 
sind. An die Stelle eines solchen Minimums tritt so oft ein Maximum^ 
als die Curve ein Paar imaginäre Asymptoten hat. — Bei paralleler 
Verschiebung des Strahlbüschels behalten die nämlichen Geraden die an- 
gegebene Eigenschaft. 

2. Nimmt man in jeder durch denselben Punkt p gehenden Geraden A 
denjenigen Punkt q, dessen Abstand vom Punkte p der mittlere Factor zwischen 
den vorgenanntdti n Abschnitten der Geraden ist, ^o dafs 

pq" = pa.pa^.pa, . . . /?ö„. i, 

so ist der Ort dieses Punktes q eine Curve in^^"* Grads, Q^", welche n 
durch den Punkt p gehende Doppelasymptoten hat, und welche die ge^ 
g ebene Curve, im Endlichen, in 2n{n — \) Punkten r schneidet, wo in 
jedem der Punkt q mit einem der n Schnittpunkte a, </^, ... a^^i, etwa 
mit a, vereinigt ist, so dafs also 4urch den beliebigen Punkt p, im All^ 
gemeineti, 2fi(it— 1) solche Gerade A gehen, in denen einer der n Ab-^ 
schnitte der mittlere Factor zwischen den n — i übrigen Abschnitten 
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ist, also 



pr""^ = /^a"""* = pai .pa^ . . . />fln-i- 



Durch die 2«(n — 1) Punkte r können Curven (2«— 2^" Grads gehen. 

In den vorgenannten besondern n Geraden, fQr welche das Product 
der n Abschnitte ein Minimum ist (1.)) ist auch der Absland des Punktes q 
vom Punkte p ein Minimum, so dafs die Gerade im Punkte q auf dessen 
Oriscurve (P" normal steht. Und zwar ist solche^ Gerade eine Doppel-- 
normale der Gurve, weil der Punkt q in jeder Geraden A immer doppelt 
vorhanden ist, zu beiden Seiten vom Punkte p in gleichem Abst^de, so dafs 
also die Curve Q"" den Punkt p zum Mittelpunkt und zugleich zum vielfachen 
singulären Punkt hat. 

3. Die in (1.) und (2.) angegebenen Eigenschaften finden gleicher- 
weise statt, wenn die gegebene Curve C" durch beliebige n Gerade vertreten 
wird. Seien z. B. drei Gerade gegeben, so haben die durch einen beliebigen 
Punkt p gehenden Geraden oder Transversalen zu je* 6 und 6 gleiche Pro- 
ducte, und insbesondere giebt es drei Transversalen, deren Producte relative 
Minima sind. Welche weitere Beziehung haben diese drei Transversalen unter 
sich und zu den drei gegebenen Geraden? und welche Relation haben jede 
der erstgenannten sechs Transversalen unter sich? 

4. Ist die gegebene Curve nur ein Kegelschnitt: .so verhalten sich 
die Producte (hier B schlecke) der Abschnitte der durch irgend einen 
und denselben Punkt p gehendeti Transversalen wie die Quadrate der den 
Transversalen parallelen Durchmesser des Kegelschnitts. Demzufolge 
verhallen sich die aus dem Punkte p 'an den Kegelschnitt gelegten Tan^ 

m 

genten wie die ihnen parallelen Durchmesser. Die Transversalen haben, 
im Allgemeinen, zu je vier gleiche Producte f diejenigen zwei Transver- 
salen insbesondere, welche den Axen des Kegelschnitts parallel sind, ent-- 
halten die Minima des Producta. Diese Eigenschaften gestalten sich jedoch 
nach der Art des Kegelschnitts verschieden, und zwar wie folgt. 

a. Ist der Kegelschnitt Ellipse, so haben die Transversalen nur zu 
je zwei gleiche Producte. Die der kleinen Axe parallele Transversale ent- 
hfilt das Minimum, während die der grofsen Axe parallele das Maximum 
des Products enthfill. Jedes Paar Transversalen, welche gleiche Producte 
enthalten, bilden mit jeder Axe gleiphe Winkel, oder die den. Axen parallelen 
Transversalen halften die Winkel zwischen jedem solchen Paar, so dafs also 
alle diese Paare leicht zu finden sind. Jedes Paar bildet in der Ellipse zwei 
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Sehnen (reell oder ideell); die durch die Mitten dieser Sehnen gehende 
Gerade hat consiante Richtung , d. h. alle eolche Geraden sind •parallel. 
Die vier Schnittpunkte jedes Paars mit der Ellipse liegen in einem Kreise; 
welchen Ort haben die Mittelpunkte aller dieser Kreise? und welche 
Enveloppe haben die letzlern? 

b. Ist hingegen der Kegelschnitt Hyperbel, so haben von den Trans- 
versalen je vier gleiche Producle. In der Thal sind auch die Durchmesser 
der Hyperbel zu je vier gleich grofs, wofern man die imaginfiren Durch- 
messer auch «Is reell annimmt, oder die conjugirte Hyperbel mit in Betracht 
zieht. Ein mit den conjugirten Hyperbeln concenlrischer Kreis schneidet die- 
selben in den Endpunkten von je vier gleichen Durchmessern. Demgemftfs 
ordnen sich nun auch jede vier Transversalen, welche gleiche Producte ent- 
halten, in zwei Paare, wovon das eine den zwei reellen und das andere den 
zwei imaginAren Durchmessern parallel ist; zudem sind die beiden Paare darin 
verschieden, dafs bei dem einen die Schnittpunkte mit der Hyperbel auf gleicher, 
dagegen beim andern auf entgegengesetzten Seiten des Punktes p liegen; die 
Paare wechseln jedoch diese Eigenschaft, je nachdem der Punkt p innerhalb 
oder aufserhalb der gegebenen Hyperbel liegt. Jedes Paar bildet mit jeder 
Axe der Hyperbel gleiche Winkel, oder die den Axen parallelen Transver- 
salen hAlften die Winkel zwischiBn jedem Paar und enthalten die beiden 
Minima des Products. Die Geraden, welche beziehlich durch die Mitten 
der in den einzelnen Paaren liegenden zwei Sehnen gehen, sind sämmt" 
lieh parallel. Die vier Schnittpunkte jedes Paars mit der Hyperbel liegen 
in einem Kreis. Welches ist der Ort der Mittelpunkte dieser Kreise? und 
welche Enveloppe haben die letztern? — Ist die Hyperbel gleichseitig, so 
ist von den je zwei zusammengehörigen Paaren, welche gleiche l'roducte 
enthalten, jede Transversale des einen Paars zu einer des andern Paars recht-- 
winklig; oder jede zwei zu einander rechtwinklige Durchmesser der gleich- 
seitigen Hyperbel sind gleich grofs. Daher der folgende bekannte Satz : „Zieht 
man aus einetp beliebigen Punkt p zwei zu einander rechtwinklige Trans-' 
versalen durch eine gleichseitige Hyperbel, so enthalten dieselben allemal 
gleiche Producte.'''' Die Schnittpunkte solcher zwei Transversalen haben 
verschiedene Loge gegen den Punkt p und liegen nicht in einem Kreise; da- 
gegen ist jeder der Höhenschnitl des durch die drei übrigen bestimmten 
Dreiecks, u. s. w. 

Durch Umkehrung ergiebt sich unter anderm folgendes: 
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Wird ein beliebiger KegelscbDitI von einem Kreise in vier Punkten 
a, b, c, d geschnitten, die ein vollständiges Viereck bestimmen) 90. sind von 
den drei Paar Strahlen, welche die Winket zwischen den drei Paar 
Gegenseiten (ab und cd, ac und bd, ad and bc) des Vierec/ss liätften, drei 
und drei parattel, und zwar den Axen des Kegelschnitts parallel. Bleibt 
der Kegelschnitt und eine Seite des Vierecks, etwa ab, fest, während der Kreis 
sich ändert, so bewegt sich die Gegenseite, cd, sich selbst parallel; u. s. w. 

Ist einem vollständigen Viereck ein Kreis umschrieben, so sind von 
den Strahlen, welche die Winkel zwischen dessen drei Paar Gegenseiten 
hälften, drei und drei parallel und mit denselben sind auch die Axen aller 
dem Viereck umschriebenen Kegelschnitte parallel. 

0. Werden aus einem beliebigen Punkte p Transversalen durch 
einen gegebenen Kegelschnitt gezogen und über den Sehnen, als Durchs 
messer, Kreise beschrieben, so haben diese Kreise in Bezug auf irgend 
einen andern -gestimmten Punkt q gleiche Potenzen , so dafs jeder einen 
bestimmten andern Kreis, der diesen Punkt q zum Mittelpunkt hat, enl" 
weder rechtwinklig oder im Durchmesser schneidet. 

Der Punkt y wird durch irgend drei der genannten Kreise gefunden; 
nebstdem wird seine Lage auch wie folgt bestimmt. Nimmt man die Polare 
des Punktes p in Bezug auf den Kegelschnitt und errichtet in ihrer Mitte, 
d. i. in dem Punkte, in welchem sie von dem ihr conjugirten Durchmesser 
getroffen wird, die zu ihr Senkrechte, so geht diese durch den Punkt q. Und 
wählt man unter den genannten Sehnen zwei solche, welche mit einer Axe 
des Kegelschnitts gleiche Winkel bilden, legt durch ihre Mitten eine Gerade 
und fället auf letztere aus dem Punkte p das Perpendikel, so geht auch dieses 
durch den Punkt q. — Ist der Kegelschnitt Hyperbel und man nimmt die den 
Asymptoten parallelen Transversalen, etwa pa und pb, errichtet auf dieselben 
in ihren Schnittpunkten a, b mit der Hyperbel Perpendikel, so treffen sich 
diese im Punkte q. Also : 2Aeht man aus irgend einem Punkte p zwei 
Gerade pa, pb den Asymptoten der Hyperbel parallel und errichtet in 
ihren Schnittpunkten a, b mit der Hyperbel Perpendikel auf dieselben, 
so treffen sich diese mit der auf die Polare des Punktes p in deren Mitte 
errichteten Senkrechten in einem Punkte q. Ist der Kegelschnitt Parabel 
und man errichtet auf die der Axe parallele Transversale, pa, in ihrem 
Schnittpunkt, a, mit der Parabel die Senkrechte, so geht dieselbe durch den 
Pnnkt q. — Besteht der Kegelschnitt aus zwei Geraden ^S und T, die ein- 
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ander in einem Punkte r schneiden^ und man nimmt die ihnen parallelen Trans- 
versalen pl und ps, nämlich pt^S und ps^T, errichtet auf dieselben in 
ihren Schnittpunkten t und s mit den ihnen nicht parallelen Geraden Perpen- 
dikel, so schneiden sich diese im fraglichen Punkte q. Hierbei ist also der 
Punkt q zugleich der Höhenschnilt des Dreiecks rst. 

Jedem Punkte p in der Ebene eines gegebenen Kegelschnitts ent- 
spricht also auf die angegebene Weise irgend ein bestimmter anderer Punkt q; 
aber der letztere entspricht in gleichem Sinne vier verschiedenen Punk^ 
ten p, welche die Ecken eines Parallelogramms sind, dessen Seiten den 
Asymptoten des Kegelschnitts parallel. 

Wenn der Punkt p sich in einer Geraden bewegt, während der Ke- 
gelschnitt fest bleibt, welche Curve durchläuft dann der ihm entsprechende 
Punkt q? In dem besondern Falle, wo der Kegelschnitt aus zwei Geraden 
besteht, durchläuft der Punkt q eine Hyperbel, deren Asymptoten be- 
ziehlich auf den Geraden senkrecht stehen. 

II. 

1. Sind in gleicher Ebene irgend zwei Curven, die eine vom p^ 
die andere vom q^^"" Grad, in fester Lage gegeben und bewegen sich die 
Endpunkte einer constanten Strecke ab einer Geraden S beziehlivh in 
denselben, so umhüllt die Gerade eine Curve Apq^"' Klasse, welche die 
im Unendlichen liegende Gerade G^ zur 2pqfachen^ Tangente hat. 

2. Bewegen sich die beiden Endpunkte der constanten 'Strecke ab 
in einer festen Curve n^'" Grads, C", so umhüllt die Gerade S eine Curve 
2n(n — if^'' Klasse, welche die gegebene Curve in jedem ihrer im Unend- 
lichen liegenden n Punkte vierpunktig berührt, und welche die Gerade Gm 
zur n{n — i) fachen Tangente hat. Demzufolge giebt es in der gegebenen 
Curve nach jeder bestimmten Richtung nur je n{n—i) Sehnen von irgend 
einer gegebenen Länge ab. Die Mitten solcher n{n — 1) gleichen und 
parallelen Sehnen liegen allemal in irgend einer Curve (n — ly^'* Grads, 
und in gleichen Curven liegen auch die nach gleicher Seite hin liegenden 
Endpunkte der Sehnen, 

3. Ist die gegebene Curve vom vierten Grad, C^} so umhüllt die 
constante Sehne ab, oder ihre Gerade S, eine Curve 24ster Klasse. Beide 
Curven haben 12x24 = 288 gemeinschaftliche Tangenten, wovon 16 auf die 
vier Asymptoten der gegebenen Curve fallen, d. b. jede Asymptote zählt für 
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vier gemeinschaftliche Tangenten; von den 272 flbrigen soll jede durch Sg 
bezeichnet werden. Berflhrt eine der letztern die gegebene Curve etwa im 
Punkte a und schneidet sie in den Punkten ß und y, so liegt die constante 
Sehne entweder zwischen diesen Schnittpunkten, oder zwischen einem der- 
selben und dem BerQhrungspunkt , also entweder ist ßy = ab^ oder es ist aß 
oder ay = ab. Im letztern Falle berflhren sich die Curven im Punkte a und 
dann zfihlt jSx für zwei gemeinschaftliche Tangenten. Bezeichnet man die Zahl 
der Ffille, wo aß oder ay = ab durch x, und die Zahl der Fälle, wo 
ßy = ab durch y, so ist 

2x'\-y = 272- 
Die Zahlen x und y zu finden. 

4. Bewegt sich die constante Sehne ab in einer festen Curve dritten 
Grads, C^, so umhQllt sie eine Curve 12ter Klasse, welche mit jener 6x12=72 
gemeinschaftliche Tangenten hat, wovon 12 auf die drei Asymptoten der Curve 
C^ fallen, und daneben noch 60 gemeinschaflliche Tangenten Si bleiben. Jede 
von diesen berührt die angegebene Curve in einem Punkte a und schneidet 
sie in einem andern Punkte /?, und es ist aß = ab; aber dabei berühren 
sich die beiden Curven im Punkte a, so dafs also jSi fOr zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten zählt und folglich nur 30 solche jS^i statt finden, d. h. 

Eine beliebige Curve dritten Grads hat, im Allgemeinen, je 30 
solche Tangenten, welche vom Berührungspunkt a bis zum Schnittpunkt ß 
genommen, irgend eine gegebene Länge ab haben. 

Betrachtet man bei derselben gegebenen Curve dritten Grads zwei 
Ortscurven zugleich, welche zwei verschiedenen Sehnen ab und aibi ent- 
sprechen, so ergiebt sieb der folgende Satz: 

In einer beliebigen Curve dritten Grads sind je 60 Transversalen S 
möglich, welche dieselbe in solchen drei Punkten a, ß, y schneiden, dafs 
die Strecken aß, ay beziehlich die gegebenen Längen ab, a^bi haben. 

Bei wie vielen von diesen 60 Transversalen liegen die Punkte ß und y 
auf gleicher und bei wie vielen auf entgegengesetzter Seite vom Punkte a? 

5. Bewegt sich eine constante Sehne ab in einem festen Kegelschnitt, 
so urohällt sie eine Curve vierter Klasse. Durch jeden Punkt p in der Ebene 
des Kegelscbuills gehen also, im Allgemeinen, je vier Sehnen von irgend 
einer gegebenen Länge. 

Die Mitten solcher vier gleichen Sehnen liegen allemal in einem 
Kreise, und wenn die Sehne ihre Gröfse ändert, während der Punkt p 
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fest bleibt^ so haben alle zugehörigen Kreise den nämlichen Mittel'- 
punkt q. 

m 

Gleiten die Endpankte der constanten Sehne 116 bezieblich auf zwei, 
sieb schneidenden festen Geraden jS^ und T, so nmbollt dieselbe eine Cnrve 
vierter Klasse, welche einer bestimmten Hypocgcloide parallel ist. Hierin 
ist die einst berühmte Aufgabe inbegriffen, nämlich: 

,,Wenn in einer Ebene zwei sich schneidende Gerade S, T und ein 
Punkt p gegeben sind, durch letztern eine Transversale so zu ziehen, dafs 
sie zwischen den Geraden eine Strecke von gegebener Länge ab hat.'* 

■ 

Für jede Länge der Strecke giebt es^ im Allgemeinen, vier Lösungen, 
und die Mitten der vier Strecken liegen in einem Kreise, und alle Kreise 
die entstehen, wenn die Länge sich ändert, aber der Punkt p fest bleibt, 
haben einen und denselben Mittelpunkt q. 

Der hier betrachtete Punkt q ist übrigens der nämliche, wie der oben 
(L5.) 'gleichbenannte Punkt und wird also nach den daselbst angegebenen 
verschiedenen Arten gefunden. 

III« 

1. Jeder Punkt p jn der Ebene eines beliebigen gegebenen Dreiecks 
ABC ist zugleich der Mittelpunkt eines dem Dreieck umschriebenen Kegel- 
schnitts P^ und eines demselben eingeschriebenen Kegelschnitts P}. Die 
Kegelschnitte sind jedesmal von gleicher Art, entweder beide Ellipsen, oder 
beide Hyperbeln oder beide Parabeln. 

„Sollen die beiden Kegelschnitte gleichen Inhalt haben, oder sollen 
die Products ihrer Halbaxen gleich sein, so besteht der Ort ihres ge- 
meinsamen Mittelpunkts p aus zwei verschiedenen Curven dritten Grads 
P^ und Pf:' 

„Die eine dieser Curven, P^, ist in der Art speciell, dafs ihre 
drei Asymptoten sich in einem Punkte und zwar im Schwerpunkt des 
Dreiecks schneiden, und dafs dieselben zugleich Wendetangenten (Wende-- 
asymptoten) und zudem den Seiten des Dreiecks parallel sind. Die drei 
hyperbelartigen Zweige der Curve liegen in den drei Räumen über den 
Seiten des Dreiecks und berühren die respectiven Seiten in ihren Mitten. 
Für Jeden Punkt p in dieser Curve sind die zugehörigen KegelschniUe 
Hyperbeln:' ' 

andere Curve, PI, besteht aus zwei getrennten Theilen, der 
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eine ist ein . sogenanntes Oval und der andere hat drei hyperbelartige 
Zweige; das Oval liegt innerhalb des Dreiecks und berührt dessen Seiten 
in ihren Mitten; der andere Theil hat die Seiten des dem gegebenen 
Dreieck parallel umschriebenen Dreiecks zu Asymptoten und seine drei 
Zweige liegen in den Scheitelwinkeln dieses Dreiecks. Für jeden Punkt p 
in diesem dreizweigigen Theil sind die Kegelschnitte Ellipsen, dagegen 
für jeden Punkt des Ovals sind dieselben Hyperbeln" 

Das Oval liegt ganz innerhalb derjenigen Ellipse, welche mit ihm die 
Seiten des gegebenen Dreiecks ABC ebenfalls in ihren Mitten Ai^ 0|, Ci 
berflbrt. Die drei Segmente des Ovals Aber den Sehnen A^B^^ A^m B^C^ 
sind gleich grofs, eben so, wie die Segmente der Ellipse ; aber wie verhalten 
sich jene Segmente zu diesen? oder wie grofs ist die Fläche des ganzen Ovals? 

Welchen Ort hat der Punkt p, wenn die beiden Kegelschnitte P'^, JP/ 
einander ähnlich sein sollen? (Besteht der Ort aas vier Geraden und einer 
Curve vierten Grads?) 

Wie viele Punkte p giebt es, wenn beide Kegelschnitte irgend einem 
gegebenen Kegelschnitte ähnlich sein sollen? Giebt es, im Allgemeinen, we- 
niger als 16 Lösungen? 

2. Wenn zwei Kegelschnitte P^ und PI den nämlichen Mittelpunkt p 
haben, so kann möglicherweise nur dann ein Dreieck dem einen ein- und 
zugleich dem andern umgeschrieben sein C^O) wenn dieselben gleichartig 
sind; ist also insbesondere einer derselben ein Kreis, so mufs der andere 
eine Ellipse (oder er kann auch ein Kreis) sein. Sobald aber irgend ein 
Dreieck ABC etwa dem Kegelschnitt P^ eingeschrieben und zugleich dem 
Kegelschnitt PI umschrieben ist, so finden alsdann, nach PonceleVs Satz, 
allemal eine Schaar solcher Dreiecke statt, die alle dem P^ ein- und zugleich 
dem PI umgeschrieben sind. Nehmen wir an, die Kegelschnitte befinden sich 
in diesem Falle und bezeichnen wir ihre Halbaxen heziehlich ddrch a und h^ 
üi nnd i^i, so wie ferner jeden Kreis der einem der Dreiecke umschrieben 
ist, durch £% seinen Mittelpunkt durch m und seinen Radius durch r, so 
hat man unter andern folgende Sätze. 

a. Werden aus dem Mittelpunkte p auf die Seiten jedes der ge- 
nannten Dreiecke ABC Perpendikel a, /3, y gefällt, so ändern sich zwar 
die vier Gröfsen a, ß, y und r von einem Dreieck zum andern, aber 
ihr Product bleibt constant, und zwar ist es stets dem halben Product 

46» 
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der Ualbaxen beider Kegelschnitte gleich, also 

raßy = j^aboib^. 

Und fällt man aus dem Punkte p auf die Seiten derjenigen Drei- 
ecke Ai Bi Cx , welche die Mitten der Seilen der Dreiecke ABC zu Ecken 
haben, Lothe «i, ßi^ ^i, so geben auch diese Lothe mit dem zugehörigen 
Radius r ein constantes Product, nämlich es ist 

und somit haben die Producte der Perpendikel aus p auf die Seiten der 
zußammengehörigen Dreiecke ABC und A^B^Ci constantes Verhällnifs 
zu einander, nämlich 

aßr '__ 2ab 
«1 ßi /i ~ «1 *i * 

b. Ist der den Dreiecken ABC umsebriebene Kegelschnitt P^ insbe- 
sondere ein Kreis and somit der andere, Pl^ eine Ellipse, so ist der Radios 
des erstem der Samme oder dem Unterschied der Halbaxen der letztern gleich, 
also 

und so ist das Prodact der aus dem Mittelpunkt p auf die Seiten jedes Drei- 
ecks ABC gefBlIten Perpendikel constant, nämlich 

Also : Beschreibt man aus dem Mittelpunkte p einer gegebenen Ellipse PI 
mit der Summe oder dem Unterschied ihrer Halbaxen einen Kreis P^, 
so giebt es eine Schaar Dreiecke, welche dem Kreis ein-- und zugleicA 
der Ellipse umgeschrieben sind, und sodann ist das Product der aus dem 
Mittelpunkt auf die Seiten Jedes Dreiecks gefällten drei Perpendikel gleich 
dem halben Product aus den Halbaxen der Ellipse in deren Summe oder 
Unterschied. Im Falle, wo der Radius a = ai — bi genommen wird, werden 
die Dreiecke imaginär, wenn nicht a>>6i oder ^il>26i ist. Fertier ist 
auch das Product der aus dem Punkte p auf die Seiten der vorgenannt 
ten Dreiecke A^Bid gefällten Lothe a^, ß^, y^ constant, nämlich 

und für je zwei zusammengehörige Dreiecke ABC und A^BiCi hat man 
demnach 
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.und 

/>»> i2«ii Dreiecken ABC umschriebenen Kreise sind gleich, und 
ihre Mittelpunkte stehen gleichweit vom Punkte p ab; eben so hat der 
Höhenschnitt jedes Dreiecks ABC constanten Abstand vom Punkte p und 
eben so sein Schwerpunkt; ti. s. w.. 

c. Ist hingegen der den Dreiecken ABC eingeschriebene Kegel- 
schnitt PI ein Kreis und also der andere, P% eine Ellipse, so ist der Radius 
von Jenem die erste Proportionale zu den beiden Halbaxen der letztern 
und deren Summe oder Unterschied, also 

. ab 

und so sind die den Dreiecken umschriebenen Kreise K^ alle gleich, also 
r constant, und zwar 

auch ist der Abstand der Mittelpunkte m dieser Kreise vom Mittelpunkte p 
constant, nämlich wenn man mp = d setzt, so ist 

d' = r'±2rai = f^±ab; 

endlich ist auch das Product der drei Lothe a^, ß^^ y^ constant, welche 
aus dem Mittelpunkte p auf die Seiten derjenigen Dreiecke A^B^C^ ge^ 
fällt werden, welche den Dreiecken ABC parallel eingeschrieben sind, 
und ftwar ist 

fit _ «J __«!** 

und die Mittelpunkte der den Dreiecken A^B^d umschriebenen Kreise 
stehen gleichweit vom Punkte p ab; eben so haben die Höhenschnitte der 
Dreiecke ABC gleichen Abstand vom Punkte p, desgleichen ihre Schwer- 
punkte. 

Dorch d^ — r^ oder r^—d^ wird die Potenz des Punktes p in Bezug 
auf jeden der Kreise K^ ausgedrückt, je nachdem p aufser- oder innerhalb 
K'^ liegt, und wird beziehlich die ans p an den Kreis gelegte Tangente oder 
die durch p gehende halbe kleinste Sehne desselben durch / bezeichnet, so 
drückt auch f dieselbe Potenz ans. Da nun nach Vorstehendem 

n6=+(iP_r'), 
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so ist also auch das Rechteck unter den Halbaxen der Ellipse P^ derselbe 
Potenz gleich; zudem sind diese Halbaxen einzeln 

a = rf-f^ ^°* h=+{d — r). 

Sollen die Inhalte der Ellipse P^ und des Kreises PI ein gegebenes 

Verhältnifs zu einander haben, so wird die Form der Ellipse nflher bestimmt, 

so wie auch das Verhältnifs der Kreise PI und K^ zu einander, und auch 

umgekehrt. Soli z. B. die Ellipse P^ mit dem Kreise PI gleichen Inhalt 

haben, so ist ^ 

a:Ä = 3-j-y5:2, und fl2 = 2r 

und alle Kreise K^ schneiden den Kreis P^ rechtwinklig. Soli die Ellipse P^ 
doppelt so grofs als der Kreis PI sein, so ist 

a == * (2 -f ]/3) und a^ = r, 

also alle Kreise K^ dem Kreise PI gleich. Diese Fälle kommen nachher 
noch in Betracht. 

d. Sollen der Ellipse P^ und dem mit ihr eoncentrischen Kreise PI 
nicht allein die vorgenannte Schaar Dreiecke ABC beziehlich ein- und 
umgeschrieben sein, sondern soll zugleich noch eine andere Schaar Drm^ 
ecke umgekehrt dem Kreise PI ein^ und der Ellipse P^ umgeschrieben 
sein, so müssen sich die Axen der Ellipse wie 34-^5 zu 2 ver hatten 
und ihr Inhalt mufs dem des Kreises gleich sein, oder der Radius des 
letztern mufs die mittlere Proportionale zu den Halbaxen der erstem 
sein, also mufs 

a:6 = 3-f|/5:2, und aj = aft, 

oder 

sein, und alsdann ist a^ = 2r und alle Kreise K^ schneiden den Kreis Pi 
rechtwinklig. 

e. Sieht man bei der obigen Betrachtung (c.) den Kreis PI und einen 
der Kreise K'^ als gegeben an, so ist nicht nur. das dort betrachtete dne 
Dreieck ABC dem ersten um- und dem andern eingeschrieben, sondern es 
findet eine neue Schaar solcher Dreiecke statt, welche gleicherweise dem 
Kreise P^ um- und dem Kreise K'^ eingeschrieben sind. Oder allgemein: 

Befinden sich zwei gegebene Kreise K'^ und P} in solcher Lage, 
dafs zwischen ihren Radien, r und <i|, und dem Abstände, d, ihrer 'Mittel^ 
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* 

funkte, m und p, von einander die Gleichung 

besteht, so findet eine Schaar Dreiecke ABC statt, welche dem Kreise K^ 
ein-- und zuglüch dem Kreise PI umgeschrieben sind. Und dann folgt 

ferner: 

Die Schaar Ellipsen P^, welche den Dreiecken ABC respective 
umschrieben sind und mit dem Kreise PI den Mittelpunkt p gemein haben, 
sind alte gleich (congruent), ihre Halbaxen sind dA^-r und ±{d — r), so 
dafs das Rechteck unter denselben der Potenz des Punktes p in Bezug 
auf den Kreis K^ gleich ist, oder dafs derjenige Kreis um den Punkt p, 
w'elcher von dem Kreise K^ entweder rechtwinklig oder im Durchmesser 
geschnitten wird, mit den Ellipsen gleichen Inhalt hat. 

Zieht man aus dem Mittelpunkte p des eingeschriebenen Kreises Pi 
Strahlen nach den Ecken jedes Dreiecks ABC and errichtet auf dieselben im 
Punkte p Lothe, so treffen diese die den Ecken gegenüber liegenden Seiten 
in solchen drei Punkten, welche in einer Geraden H liegen: diese Gerade 
ist fAr alle Dreiecke eine und dieselbe; sie steht auf der Axe pm senk^ 
recht, ihr Abstand vom Punkte p ist =^ (r^— ai — d^):2d^ und ihr Abstand 
von der Linie der gleichen Potenzen der Kreise K'^ und PI ist =ai: 2d. — 
Sehneidet ein durch p gehender Strahl den Kreis K^ in zwei Punkten, 
so sind sie Ecken zweier verschiedenen Dreiecke ABC, und die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten trefflm einander allemal auf derselben genann^ 
ten Geraden H. Nämlich jeder Punkt des Kreises K'^ ist Ecke eines Drei- 
ecks ABCi liegt er aber innerhalb des Kreises PI (falls dieser jenen schneidet), 
so sind die anliegenden Seiten nebst den beiden andern Ecken imaginär, und 
nur die ihm gegenüberstehende Seite ist auch reell. 

Der Ort der Höhenschnitte der Schaar Dreiecke ABC ist ein 
Kreis, dessen Mittelpunkt, q, in der Axe mp liegt, eben so ist der Ort 
ihrer Schwerpunkte ein Kreis, dessen Mittelpunkt, s, in der Axe liegt; 
die vier Punkte m, s, p, q, liegen harmonisch, und zwqr im bestimmten 
Verhdltnifs ms:sp:mq:qp = 2:1:6:3. 

Die Seiten jedes Dreiecks ABC berühren den Kreis PI in je drei 
Punkten A^^ B^^ C^; die Schaar Dreiecke A^^B^Cq haben den Höhen-- 
schnitt gemein, und derselbe liegt in der Axe mp. 
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Schneiden die gegebenen Kr eise einander rechtwinklig, eo mufe 
Hl = 2 r sein, und dann haben die genannten Ellipsen mit dem Kreise PI 
gleichen Inhalt. 

Sind insbesondere die Kreise gleich, so ist der Abstand ihrer 
Mittelpunkte von einander, d, der Seite des gleichseitigen Dreiecks gleich, 
welches einem derselben eingeschrieben ist, und alsdann haben die Ellipsen 
gerade doppelt so grofsen Inhalt, als jeder Kreis. — Dieser Fall zeichnet 
sicii noch dadurch ans, da/s er der einzig mögliche ist, wo zu den zwei 
gegebenen Kreisen zwei verschiedene Schaaren Dreiecke gehören; nämlich 
hierbei giebt es eine zweite Scbaar Dreiecke, welche dem Kreise K^ um- 
nnd dem Kreise Pi eingeschrieben sind. 

f. Sind a, B, c die Seiten und J der Inhalt eines beliebigen Dreiecks 
ABC, ist r der Radius des ihm umschriebenen Kreises £^ sind p, pi^ Pi^P^ 
die Mittelpunkte und r, ti, r2, ts die Radien der ihm eingeschriebenen Kreise, 
sind ferner a und b, Oi und 6^, Oj und 639 Os nnd b^ die Halbaxen der mit 
diesen Kreisen concentrischen und dem Dreieck umschriebenen vier Ellipsen, 
und sind endlich t^^ ^, <!«> '3 die Potenzen der Punkte p, p^^ /'2, Pi in Bezug auf 
den Kreis K}, so ist 

ab a^b^a^b^a^b^ = /'/J^/? = lörHritar, = r'a'B'c' = X^r^J". 

g. Wenn ein convexes Viereck einem Kreise ein- und zugleich einem 
Kreise umgeschrieben ist , so wird jede Seite desselben durch ihren B^- 
rührungspunkt mit dem letztern Kreise so getheilt, dafs sich die Ab^ 
schnitte wie die ihnen anliegenden Seiten verhalten. Sind a und at, 
ß und /9i, y und /i, d und di die Abschnitte der Seiten a, b, e, d oacii 
ihrer Folge, so ist ay = a^y^ = /?(? = /3^ J^ = r^ wo r der Radius des ein- 
geschriebenen Kreises ist. — Bleiben die Seiten des Vierecks constant and 
eine derselben in ihrer Lage fest, wahrend -das Viereck verschoben wird, so 
Ändert sich der eingeschriebene Kreis und sein Mittelpunkt durchlauft einen 
neuen Kreis, dessen Mittelpunkt in der festen Süte liegt ^und dessen Ra^ 

dius ^^ ^ ist. Dieser neue Kreis behalt also dieselbe GrOfse, mag von 

den vier Seiten fest bleiben, welche man will. ' 

h. Welche Eigenschaft müssen zwei Kegelschnitte im Aligemeinen 
haben, damit jedem solche Dreiecke umschrieben werden können, welche zu- 
gleich dem andern eingeschrieben sind? — Ist die Aufgabe auch fflr Vier- 
ecke, Fünfecke etc. möglich? 
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Können zwei Kegelschnitte so beschaffen sein, dafs dem einen Dreiecke 
umschrieben, welche dem andern eingeschrieben und zugleich diesem Yiereke 
umschrieben, welche jenem eingeschrieben sind? 

3. Unter den gesammten Kegelschnitten, welche einem gegebenen 
Dreieck umschrieben sind, giebt es je eine Schaar von Kegelschnitten, die unter 
sich ähnlich, oder die irgend einem gegebenen Kegelschnitte ähnlich sind. 

Die Mittelpunkte Jeder Schaar unter eich ä/mlicher und dem ffe- 
^ebenen Dreieck umschriebener Kegelschnitte tiefen in einer Curve nVr- 
ten Grads, welche die Mitten der Dreiecksseiten zu Doppelpunkten hat, 
und die Schaar Kegelschnitte umhüllen; eine andere Curve vierten Grads, 
welche die Ecken des Dreiecks zu Doppelpunkten und nur vier Doppel- 
tangenten hat. — Unter solcher KegelschBiltschaar giebt es keine zwei, 
welche ähnlichliegend sind. 

Welches ist der Ort der Brennpunkte von solcher Kegelschnittschaar, 
und welche Curve wird von ihren Axen umhQlIt? 

Ist der gegebene Kegelschnitt, dem die Schaar ähnlich sein soll, sehr 
spezieller Art, wie Kreis, gleichseitige Hyperbel oder Parabel, so modificiren 
sich die beiden genannten Curven vierten Grads wesentlich. 

4. Jede Schaar unter sich ähnlicher und einem gegebenen Drei- 
eck ABC eingeschriebener Kegelschnitte hat ihre Mittelpunkte in irgend 
einer Curve vierten Grads. Sind die Kegelschnitte ähnliche Ellipsen, 
so besieht die Ortscurve ihrer Mittelpunkte aus vier getrennten Theilen, 
und zwar aus vier Ovalen. Sind dieselben Parabeln, so besteht die Orts-- 
curve aus vier Geraden, nämlich aus G^ und den drei Seiten des dem 
gegebenen Dreieck parallel eingeschriebenen Dreiseits AiBiCi. 

Welche Curve wird von solcher Schaar Kegelschnitte umballt? In 
welcher Curve liegen ihre Brennpunkte, und welche Curve wird von ihren 
Axen umhfillt? 

Die Glieder solcher Schaar Kegelschnitte sind zu vier und vier 
ähnlich liegend, d. h. es giebt im Allgemeinen Je vier dem gegebenen Dreir- 
eck eingeschriebene Kegelschnitte, welche irgend einem gegebenen Kegel-- 
schnitte ähnlich und mit ihm ähnlichliegend sind. 

Sind die vier Kegelschnitte Ellipsen, so sind ihre Mittelpunkte 
allemal die Ecken eines vollständigen Vierecks, dessen drei Paar Gegen-- 
seilen sich in den Ecken des gegebenen Dreiecks schneidet^. Und umge- 

Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 4. 47 



370 22. Steiner ß vermischte Sätze- und Aufgaben. 

kehrt : schneiden eich die Gegenseiten eines vollständigen Vierecks in den 
Ecken des ße^ ebenen Dreiecks und liegt eine Ecke desselben innerhalb 
desjenigen Dreiecks, welches diesem parallel eingeschrieben ist, so sind 
seine Ecken die Mittelpunkte von vier Ellipsen genannter Art* — Ist 
eine Ecke des Vierecks gegeben, so sind die drei andern bestimmt und leicht 
zu finden; denn die Gegenseiten sind zu 'den Dreiecksseiten, welche ihrem 
Schnittpunkte anliegen, zugeordnet harmonisch. 

Das Product der Ualbaxen solcher vier Ellipsen, die dem gegebe^ 
nen Dreieck eingeschrieben und ähnlich und ähnlichliegend sind, ist con^ 
stant, und zwar der vierten Potenz der Dreiecks/fäche gleich. Oder 
sind r, ti , X2^ V3 die Radien derjenigen vier Kreise, welche mit den Ellipsen 
gleichen Inhalt haben, so ist rrjr2r3 = A^ 

Jede Seite des Dreiecks, wie etwa AB, wird von den Ellipsen in 
vier Punkten Sl, 9, S, X) berührt, wovon zwei, etwa J!3 und S, zwischen 
A und B, dagegen die zwei andern U und 2) beziehlich jenseits A und B 
liegen; ihre Abstände von den Ecken A und B sind, in gewisser Ordnung 
genommen, paarweise gleich, nämlich es ist 

A% = B^ und A^ = B%, A^ = B(S. und JS = AS. 

Bezeichnet man diese Abslände durch a, (, c, b und die aus den 
Mittelpunkten der Ellipsen auf die Seite AB gefällten Perpendikel durch c, 
Ci, C2, C3, so ist das Product dieser acht Gröfsen constant, und zwar 
der vierten Potenz der Dreiecksfläche gleich, also 

Denkt man sich diejenigen vier Ellipsen, welche mit den torigen 
die Ecken desselben Vierecks zu Mittelpunkten haben, aber dem Dreieck 
umschrieben sind, und ferner diejenige Ellipse, welche durch die Mitten 
der sechs Seiten des Vierecks (und durch die Ecken des Dreiecks) geht, 
so ist das Product der Halbaxen der vier erstem dividirt durch das 
Product der Quadrate der Halbaxen der letztern constant, und zwar 
= 16A\ 

Die vorstehenden Sätze, die einfachheitshalber nur fflr die Ellipsen 
ausgesprochen sind, gelten analogerweise auch für Hyperbeln. 

Seien ^1 , J^i , Ci die Mitten der Seiten des gegebenen Dreiecks ABC. 
Fällt man aus den Ecken irgend eines vollständigen Vierecks, dessen Gegen-- 
seilen sich in den Ecken des Dreiecks ABC schneiden, auf die Seiten 
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desselben die Perpendikel a, Hi, 1729 ^3; b, 6^, 62, ^3; c, Ci, €^29 ^3 ^f^d 
ebenso auf die Seiten des Dreiecks Ai Bi C^ die Perpendikel a, a^ , Oo ? «3 ; 

Ä Ä, /32, A; y, ^M ^29^3- «ö w^ allemal 

(aa^ataj,bb^b^b^cc^c^c^y 

— ^ r* '{«+«,+«.+«,)*(/»+Ä+Ä+Ä)*(y+yi+yt+y3)* 

_ o; &: c: vb^c^ 

tro Ho 9 ^0 9 ^u t^^^ ^0 9 /9ü9 ^0 ^'^ Perpendikel aus dem Schwerpunkte der 
vier Ecken des Vierecks auf die Seiten der beiden Dreiecke sind und r 
der Radius des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises und a, B, c 
dessen Seiten. Die Vorzeichen in den Klammern werden nach Umständen 
bestimmt. 

5. „Die Mittelpunkte aller gleichsütigen Hyperbeln, welche einem 
gegebenen Dreieck ABC eingeschrieben sind, liegen in einem Kreise, 
welcher den Höhenschnitt des Dreiecks zum Mittelpunkt hat, und weU 
eher der äufsere Potenzkreis der beiden Kreise ABC und AiB^Ci ist.*' 

So viel mir bekannt, ist dieser Satz neu, nur habe ich ihn schon vor 
zwölf Jabren gefunden. Es ist auffallend, dafs derselbe so lange verborgen 
bleiben konnte, trotzdem, dafs der analoge Satz ober die dem Dreieck um-- 
schriebenen gleichseitigen Hyperbeln längst allgemein bekannt war. 

Einem spitzwinkligen Dreieck kann keine (reelle) gleichseitige 
Hyperbel angeschrieben sein. 

6. Die Axen aller einem gegebenen Dreieck eingeschriebenen 
Parabeln umhüllen eine specielle Curve dritter Klasse und vierten Grads, 
welche die Gerade Gx, zur ideellen Doppeltangente und drei Bückkehr-- 
punkte hat; nämlich die Curve ist eine bestimmte dreispifzige oder drei" 
bogige Hgpocgcloide ; ihre drei Bückkehrtangenten treffen sich im Mittel^ 
punkte des dem Dreieck umschriebenen Kreises unter gleichen Winkeln, 
= 120^, und sind gleich lang, und zwar dem dreifachen Badius des 
Kreises gleich; die drei Bück kehrpunkte liegen daher in einem mit dem 
letzt ern concentrischen Kreise; derselbe ist die Basis der Hypocgcloide, 
und der sie erzeugende rollende Kreis ist gerade dem erstgenannten 

gleich. — Die weitern merkwürdigen Eigenschaften dieser Oycloide 

47« 
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sind bereits in einem früheren Aufsätze dieses Joarnab, Band 53, an- 
gegeben. 

7. Wenn in einer Ebene irgend zwei Dreiecke ABC nnd 919S 
gegeben sind, so ist jeder Punkt p der Ebene zugleich der Mittelpunkt Ton 
zwei Kegelschnilten P^ und PI die dem ersten, und von zwei Kegelschnitten 
^' und ^1 die dem andern Dreieck beziehlich um- nnd eingeschrieben sind. 

Sollen entweder das Keyelschniltpaar 

P' und ^% oder PI und ^\, oder P^ ond ^] 

gleichen Inhalt, oder gleiches Axenproduct haben, so ist der Ort des 
Punktes p beziehlich eine Curve 9''% 3''% ff'"* Grads. 

Soll eines derselben drei Paare ein g^ebenes Axenproduct haben, 
so ist die Zahl der Lösungen beziehlich 36, 9, 18. 

Welches ist der Ort des Punktes p, wenn die Kegelschnitte mnes 
4er nämlichen drei Paare ähnlich sein sollen? 

IJnd wie grofs ist die Zahl der Lösungen, wenn die KegelsehniUe 
eines der drei Paare ähnlich und ähnlichliegend seih sollen? 

8. Einem beliebigen Viereck ABCD sind eine einfache Scbaar, oder 
6in Bfischel Kegelschnitte, B{P^)^ umschrieben, deren Mittelpunkte in irgend 
einem bestimmten andern Kegelschnitte M} liegen. Die Form des Vierecks 
bedingt zum Theil die Art der Kegelschnitte P^, so wie des Kegelschnittes 
SV^ nämlich wie folgt. 

1°. Ist das Viereck convex, schneiden sich zwei Paar Gegenseiten 
desselben in ihren Verlängerungen, so ist der Kegelschnitt M} Hyperbel 
und die Kegelschnitte B{P^) bestehen aus einer Gruppe Hyperbeln und einer 
Gruppe Ellipsen, und aus zwei Parabeln; die Mittelpunkte der Hyperbeln 
liegen im einen und die Mittelpunkte der Ellipsen liegen im andern 
Zweige der Jfyperbel M^; die drei Schnittpunkte der drei Paar Gegenseiten 
des Vierecks liegen also immer im gleichen Zweige der Hyperbel M\ nflm- 
lich im erstgenannten. Unter der Gruppe Hyperbeln ist allemal eine, aber 
nur eine gleichseitig. 

2*^ Ist das Viereck so beschaffen, dafs der Schnittpunkt jedes Paars 
Gegenseiten in der Verlängerung blos einer Seite liegt, oder dafs Ton den 
vier Punkten A, B, C, D einer innerhalb des durch die drei fibrigen be* 
stimmten Dreiecks liegt, so ist die Mittelpunklscurve M^ Ellipse, und dann 
sind die Kegelschnitte 'B(JP^) simmtlich Hyperbeln, von denen^ im Allgemeinep^ 
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wieder nur eine gleichseitig ist; sind insbesondere zwei derselben gleichseitig, 
so sind es anch alle fibrigen, und alsdann sind alle Paare von Gegenseiten 
des Vierecks sn einander rechtwinklig, nnd anch umgekehrt. 

3^. Liegt insbesQpdere einer der vier Eckpunkte des Vierecks im 
Unandlichen, so ist M^ Parabel und B{P^) besteht aus Hyperbeln und einer 
aini&igen Parabel; von den erstem ist wieder nur eine gleichseitig. — Liegen 
zwei der vier Punkte im Unendlichen, so besteht B(P^) aus ahnlichen nnd 
äbniichliegenden Hyperbeln , deren Mittelpunkte in einer Geraden liegen. — 
Sind zwei der vier Punkte imaginär, etwa C und D, so ist liV entweder 
Ellipse oder Hyperbel, nachdem die ideelle Sekante CD zwischen den Punk- 
ten A und B durchgebt oder nicht, und dem entsprechend besteht dann B{P^) 
nur aus Hyperbeln, oder aus einer Gruppe Hyperbeln, einer Gruppe Ellipsen 
und zwei Parabeln. Sind alle vier Punkte imaginflr, so ist M^ Hyperbel und 
B{P^) enthalt eine Gruppe Hyperbeln, eine Gruppe Ellipsen und zwei Para- 
beln. — Zur obigen ersten Form des Vierecks (1^) gehören auch noch die 
zwei besondern Fälle, wo ein Paar Seiten und wo zwei Paar Seiten unter 
sich parallel sind, und wobei M^ in zwei Gerade zerfällt. 

Beachtet man kOrzehalber blos die beiden ersten Formen (1^. und 2*^.), 
so sind folgende Angaben zu machen. 

a. Die dem Viereck umschriebenen Kegehchnitle sind paarweise 
einander ähnlich (aber keine zwei sind ähnlich und ähnlichliegend). Es 
giebt unter denselben zwei einzelne, welche keinem andern ähnlich sind; 
der eine derselben ist die gleichseitige Hyperbel, und der andere ist beim 
Viereck (1".) diejenige Ellipse, welche dem Kreise am nächsten kommt, 
und beim Viereck (2^.) diejenige Hyperbel, welche am meisten von der 
gleichseitigen abweicht. Die Geraden, welche durch die Mittelpunkte der 
sich ähnlichen Paare gelegt werden, sind sämmtlich parallel, und mit 
ihnen sind auch die in den Mittelpunkten der zwei einzelnen Kegel^ 
schnitte an die Mittelpunktscurve M^ gelegten Tangenten parallel. Die 
Mittelpunkte der beiden einzelnen Kegelschnitte sind somit die Endpunkte 
eines Durchmessers des Kegelschnittes M\ Da nun der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes illf% so wie der Mittelpunkt der genannten gleichseitigen Hy- 
perbel leicht zu finden ist, so gelangt man also auch leicht zum Mittelpunkt 
der an) meisten von der gleichseitigen abweichenden Hyperbel, oder der dem 
Kreise am nächsten kommenden Ellipse. Diese Ellipse war schon frOher der 
Gegenstand einer von Gergonne gestellten Frage, welche ich im 2*^" Bande 
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d. Journ., pag. 64 beantwortet habe. Durch die dortigen und gegenwärtigen 
Angaben wird die Lage dieser Ellipse vollkommen bestimmt. 

b. Von den dem Viereck umschriebenen KegehchniHen haben, im 
Allgemeinen^ je sechs gleichen Inhalt, oder gleiches Äxenproduct. Es 
giebl unter denselben drei solche, deren Axenproducte relative Maxiina 
oder Minima sind. Nämlich beim Viereck (1*^) giebt es eine Ellipse, 
deren Inhalt ein Minimum ist und zwei Hyperbeln deren Axenproducte 
relative Maxima sind; und beim Viereck (2*^.) giebt es drei Hyperbeln^ 
deren Axenproducte Maxima sind. — Die Mittelpunkte dieser drei ausge-- 
zeichneten Kegelschnitte zu finden. Welches ist ihr Schwerpunkt? Und wel* 
ches ist ihr Schwerpunkt, wenn ihnen Gewichte beigelegt werden 9 die sioh 
verbalten wie die zugehörigen Axenproducte? 

Unter der Schaar einem beliebigen. Dreieck umschriebener gleich^ 
seliger Hyperbeln giebl es drei, deren Axen Maxima sind. Welche Lage 
haben ihre Mittelpunkte? 

9. Einem beliebigen vollstflndigen Yierseit 91SS2) ist eine einfache 
Schaar Kegelschnitte, H{^^)^ eingeschrieben; die Mittelpunkte derselben liegen 
in einer Geraden 9)^, welche durch die Mitten a, ß, y der drei Diagonalen 
des Vierseits geht. Der im Unendlichen liegende Punkt der Geraden ^ 
heifse $. Die Kegelschnitte ordnen sich, nach der Lage ihrer Mittelpunkte, in 
zwei Gruppen Ellipsen und in zwei Gruppen Hyperbeln. Die Strecken aß 
und y$ der Geraden 2)} enthalten beziehiich die Mittelpunkte der beiden Grup- 
pen Ellipsen , und in den Strecken ßy und da liegen die Mittelpunkte der 
beiden Gruppen Hyperbeln. Die Grenzpunkte a, ß, y, 8 sind als die Mittel- 
punkte von vier Parabeln anzusehen. 

a. Die dem Vier seit eingeschriebenen Kegelschnitte sind, im Atl^ 
gesneinen, zu je vier einander ähnlich, und jede vier ähnliche gehören 
paarweise den beiden betreffenden Gruppen an, so dafs man also auch 
sagen kann, die Kegelschnitte jeder Gruppe, für sich betrachtet, seien 
paarweise ähnlich. In jeder Gruppe giebt es einen einzelnen Kegelschnitt, 
welcher keinem andern derselben Gruppe ähnlich ist, sein MiUelpunkl 
liegt zwischen den Mittelpunkten jedes Paars und sein Axenverhältnifs, 
b : a, ist ein Maximum. In jeder Gruppe Ellipsen befindet sich also eine 
solche, welche unter allen dem Kreise am nächsten kommt (oder insbe- 
sondere selbst ein Kreis ist), und in jeder Gruppe Hyperbeln giebt es eine, 
deren Axenverhältnifs ein Maximum oder ein Minimum ist. — Diese 
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vier besondern Kegelschnitte zu finden, oder die Lage ihrer Mittelpunkte an- 
zugeben. 

Unter den gesammten Kegelschnitten 0(^^) giebt es, im Allge^ 
meinen, keine zwei , welche ähnlich und ähnlichliegend sind; wenn es 
aber insbesondere ein solches Paar giebt, so sind alsdann alle übrigen 
auch paarweise ähnlich und ähnlichliegend; nämlich von den genannten 
je vier ähnlichen Kegelschnitten, die paarweise zweien gleichartigen Grup^ 
pen angehören, ist alsdann Jeder von der einen Gruppe einem von der 
andern Gruppe ähnlichliegend. Dieser besondere Fall findet statt, wenn 
sMei Diagonalen des Vierseits parallel sind. 

Jedes Paar confagirter Durchmesser eines der Kegelschnitte 0(^p^} 
ist, im Allgemeinen, mit einem Paar conjugirfer Durchmesser irgendeines 
der übrigen parallel; daher haben also die Kegelschnitte auch paarweise 
parallele Axen. Jeder der Kegelschnitte tiot aber ein besonderes Paar 
conjugirter Durchmesser ^ welches mit keinem Paar conjugirfer Durch" 
messet irgend eines der übrigen parallel ist, und es giebt, im Atlgetneinen, 
zwei Kegelschnitte, deren Axen dieses besondere Paar sind. — Beim 
genannten Falle, wo zwei Diagonalen des Vierseits parallel sind, hat 
jeder Kegelschnitt ein Paar conjugirter Durchmesser, wovon der eine 
diesen Diagonalen und der andere der dritten Diagonale parallel ist. 

b. Die dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte haben zu je 
drei gleichen Inhalt oder gleiches Axenproduct; es giebt unter denselben 
zwei, eine Ellipse und eine Hyperbel, welchen ein Maximum des Axen- 
products zukommt; auf welche Weise die Mittelpunkte dieser zwei Kegel- 
schnitte gefunden werden, habe ich schon 1844 in einem ins Italienische 
übersetzten Aufsatze angegeben (s. Bd. 30 d. Journ. , pag. 97). 

Unter der Schaar von Parabeln, welche einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind, befinden sich drei, deren Parameter Maxima sind. 
Welche Lage haben diese drei Parabeln, oder welche Lage haben ihre Axen 
oder ihre Brennpunkte? 

10. a. Sind in gleicher Ebene zwei beliebige Vierecke ABCD und 
AiBidDi gegeben, so giebt es unter den ihnen umschriebenen Kegel-- 
Schnittbüscheln B(P^) und B{Pl\ im Allgemeinen, nur ein Paar, P^ und 
P]^ welche ähnlich und ä/mlichliegend sind; giebt es, im besondern Falle, 
zwei solche Paare, so sind dann alle übrigen Glieder der beiden Büschel 
auch paarweise ähnlich und ähnlichliegend, und alsdann sind auch die 
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beiden Mittelpunktscurven M} und Ml (8.) ähnlich und ähnlichlieyend ; 
und umgekehrt^ sobald diese letztern ähnlich und ähnlichliegend sind^ ist 
auch jedes Glied des einen Büschels tnit irgend einem Gliede des andern 
Büschels ähnlich und ähnlichliegend, aber dabei brauchen die Vierecke 
selbst einander nicht ähnlich zu sein. 

h. Sind in einer Ebene zwei beliebige Vierseit SISSS) und %i9i^iZ>i 
gegeben, so giebt es unter den ihnen beziehlich eingeschriebenen Kegel'- 
schnittschaaren J9(^^) und B(^l)^ im Allgemeinen, vier Paare ^^ und ^l^ 
Uf eiche unter sich ähnlich und ähnlichliegend sind. Sind, im besondern 
Falle, fünf Paare ähnlich und ähnlichliegend, so ist Jedes Glied der einen 
Schaar mit irgend einem Gliede der andern Schaar ähnlich und ähnlich^ 
liegend, und dann sind auch die drei Diagonalen und die durch ihre 
Mitten gehende Gerade M (9.) des einen Vierseits beziehlich denen des 
andern Vierseits parallel; und umgekehrt, sind die Diagonalen und die 
Geraden M und Mi beider Vierseit beziehlich parallel, so sind die KegeU 
schnitte B(^'^) und B{^1) paarweise ähnlich und ähnlichliegend. MQssen 
bei diesem besondern Falle die Vierseit einander ähnlich sein? 

c. Sind in gleicher Ebene ein Viereck ABCD und ein Vierseit 
äl9(SX) gegeben, so giebt es zwei Paar unter sich ähnliche und ähnlich^ 
liegende Kegelschnitte, P^ und ^\ welche denselben beziehlich um- und 
eingeschrieben sind. 

IV. 

1. Durch fOnf gegebene Elemente, oder durch fQnf Bedingungen, ist, 
im Allgemeinen, ein Kegelschnitt bestimmt, nflmlich entweder absoint, oder 
mehr oder weniger vieldeutig bestimmt. Bestehen die fünf Elemente nur aus 
Punkten und Tangenten des Kegelschnitts, so sind die Lösungen bekanntiich 
nicht zahlreich und geometrisch construirbar. Wählt man aber unter die ge-> 
gebenen Elemente auch Normalen des Kegelschnittes, so werden die Lösungen 
schwieriger und ihre Zahl vermehrt sich mit der Zahl der Normalen, so dars 
sie bis zu 1 02 ansteigt. Setzt man die Zahlen der gegebenen Punkte, Tan- 
genten, Normalen beziehlich anter die Buchstaben P, T, N, und die Zahl der 
Lösungen unter L, so hat man ffli: die 21 Ffllie, welche mit diesen dreierlei 
Elementen möglich sind, folgende Tabelle: 
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102. 



2. Werden die Ecken A, B, C, D einer gleichseitigen, an der 
Spitze rechtwinkligen, dreiseitigen Pyramide nach irgend einer Richtung auf 
eine beliebige Ebene projicirt, so ist die Frage, welche Relation zwischen 
den gegenseitigen Abstanden der Projectionen Ai^ 0i, Ci, Di statt finde? 

3. Das Viereck zu bilden^ dessen vier Seiten nebst der Geraden, 
welche die Mitten des einen Paars Gegenseiten verbindet, der Gröfse nach 
gegeben sind. — Eben so, wenn die vier Seiten nnd die Gerade, welche 
die Mitten der Diagonalen verbindet, gegeben sind. 

4. Wenn in einer Ebene drei Gerade A^ B, C in fester Lage ge- 
geben sind, so soll eine vierte D so gezogen werden, dafs die beiden Drei- 
seit ACD und BCD gleichen gegebenen Inhalt haben. — Diese Aufgabe 
ist geometrisch lösbar; die Zahl der reellen Lösungen ist gröfser oder kleiner, 
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je nachdem der gegebene Inhalt sich zum Inhalte des gegebenen Dreiseits ABC 
.verhfilL Giebt es im gflnstigsten Falle sechs reelle Lösungen? 

5. Sind in einer Ebene vier beliebige Gerade A, B, C, 2> in fester 
Lage gegeben, so soll eine solche fflnfte E gefunden werden , dafs die drei 
Dreiseit EDC, EDBy EDA gleichen Inhalt haben. — Werden die gege- 

■ 

benen Geraden verwechselt, so findet die Aufgabe vierfach statt, aber jedes- 
mal giebt es nur eine LOsnng. 
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